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Ruder Boskovic 

ZARKO DADlCi Zagreb 



Ove 1987. godine navrsilo se dvije stotine godina od smrti najveceg hrvatskog znanstvenika 
Rudera Boskovica, Tom prilikom su odrzana dva medunarodna skupa posvecena njegovu zivotu 
i radu i to.prvi u Milanu u mjesecu rujnu i drugi u Dubrovniku u mjesecu listopadu. Odrzat ce 
se ove godine u prosincu jos jedan medunarodni skup o Ruderu Boskovicu u Parizu. Boskovic je 
imao veliku ulogu u razvitku mnogih podrucja znanosti u 18. stoljecu, osobito^u matematici, 
fizici i astronomiji. Poznat je posebno po svojoj teoriji strukture tvari. 




Portret Fudera BoSkovica koji je izradio engleski slikar Pine 
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Boskovic je roden 18. svibnja 1711. u Diibrovniku, gdje je zapoceo skolovanje, a nastavio 
ga u Rimu u Collegium Romanum. Vrlo brzo je preuzeo katedru matematike na tom kolegiju. 
Ve6 od godine 1736. poceo je objavljivati rasprave iz matematike, fizike i astronomije, koje su po 
obicaju lsusovackog reda kojemu je kolegij pripadao, branili studenti. Gotovo sve te rasprave 
znacile su pocetak kasnijih Boskovicevih istrazivanja, a bile su jasno karakterizirane njutonizmom. 

Vec u prvim raspravama pokazao je interes za problem oblika i veli&ne Zemlje, kao i nejed- 
nakosti sile teze. Da bi rijesio taj problem htio je dobiti mjerenja meridijanskog stupnja na razli- 
citim mjestima Zemlje. Zato mu je papa Benedikt XIV. povjerio da taj posao obavi u Papinskoj 
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drzavi. Rezultat je bilo djelo »De litteraria expeditione« koje je objavio godine 1755. u Rimu zajedno 
s isusovcem le Maireom. 

Malo nakon toga godine 1757. doslo je do prijepora izmedu republike Lucce i vojvodine 
Toscane zbog nekih voda koje je imao rijesiti austrijski car. Lucca je trazila da je Boskovic zastupa 
u Becu. Boravak u Becu je iskoristio da dovrsi svoje veliko djelo »Philosophiae naturalis theoria« 
koje je objavljeno prvi put u Becu godine 1758. a u kojem je Boskovic izlozio sustavno svoju teoriju 
strukture tvari. Nakon dovrsenja poslova u Becu Boskovic se nije zelio vratiti u Rim, jer su u 
Kolegiju lose gledali na Boskoviceve njutonisticke ideje. Zato je otisao na put po Italiji, Francuskoj 
i Engleskoj gdje je zelio upoznati velike znanstvenike toga doba. Nakon toga je krenuo u Carigrad 
da promatra prolaz Venere ispred Sunca, sto je smatrao vaznim znanstvenim problemom. Na- 
zalost zakasnio je na taj dogadaj. Vracao se iz Carigrada preko Bugarske i Poljske i taj put opisao 
u svom Dnevniku koji je bio objavljen godine 1784. Nakon toga se vratio u Italiju i prihvatio 
mjesto profesora matematike na Sveucilistu u Paviji godine 1763. 

Godine 1764. povjereno je Boskovicu da izvrsi sve pripreme za osnutak zvjezdarnice u Breri 
kod Milana. Boskovic je izradio sve potrebne nacrte i predvidio cjelokupnu astronomsku opremu 
koja je bila u skladu sa svim najmodernijim znanstvenim shvacanjima toga doba. Tu je Boskovic 
primjenjivao svoje metode u prakticnoj astronomiji, baveci se osobito ispitivanjem pogresaka 
astronomskih instrumenata. Ali, Boskoviceve vrlo siroke ideje nisu rado- gledali u Breri. Zbog 
toga je doslo do nekih sukoba, pa je Boskovic napustio zvjezdarnicu, a i mjesto profesora na Mi- 
lanskom sveucilistu gdje je tada predavao. Kad je bio ukinut isusovacki red godine 1773, kojemu 
je Boskovic pripadao, dosao je on u vrlo tesku materijalnu situaciju. Medutim, tada je dobio poziv 
iz Pariza da prihvati mjesto upravitelja optike za mornaricu. Boskovic je poziv prihvatio i tako je 
pocelo novo razdoblje njegova zivota i rada u Francuskoj. Mjesto upravitelja optike za mornaricu 
dobio je definitivno godine 1774., a zadatak mu je bio cisto istrazivacki. Boskovic je trebao prven- 
stveno usavrsavati teoriju i olaksavati praksu akromaticnih dalekozora. Ali, on je u Parizu razvio 
i mnoge druge znanstvene aktivnosti, osobito u obliku veza s Akademijom. U Parizu je imao 
mnogo prijatelja medu znanstvenicima, medu kojima posebno treba spomenuti Lalandea , Clai- 
rauta , Messiera i Mechaina.- 

Ali, imao je tu i nekih neprilika, osobito u vezi s dva svoja otkrica: jedno se odnosilo na 
objektivni mikrometar, a drugo na metodu odredivanja staza kometa. U prvoj stvari doslo je do 
prijepora ciji je priori tet otkrica, Boskovicev ili Rochonov. IX drugoj stvari doslo je do nespora- 
zuma izmedu Boskovica i Laplacea u pogledu metode odredivanja staza kometa. U isto doba je 
Boskovic dovrsavao svoje radove iz optike i astronomije, sto je trebalo da predstavlja konacnu 
verziju njegovih istrazivanja u tim podrucjima. Radi zavrsavanja tih djela Boskovic je trazio dvo- 
godisnji dopust da bi ih u Italiji pripremio za tisak i objavio. Godine 1782. taj je dopust dobio, 
pa je otisao u Bessano, gdje su njegova djela izasla u pet velikih svezaka pod nazivom »Opera per- 
tinentia ad opticam et astronomiam« godine 1785. Nakon njihova objavljivanja ostao je jos u Italiji 
dobivsi produljenje dopusta. Ali pretjeran rad, osobito na objavljivanju djela, narusilo je Bosko- 
vicevo zdravlje, pa je od komplikacija upale pluca umro 13. veljace 1787. u Milanu, gdje je i po- 
kopan. 

Boskovic se bavio mnogim problemima znanosti. Gotovo je nemoguce pronadi neku znanstve- 
nu aktivnost kojom se nije bavio. Istrazivao je matematiku, fiziku, astronomiju, geodeziju, statiku, 
bavio se filozofijom, arheologijom, diplomacijom, pjesnistvom. I u svemu je dao vrijedne priloge 
i duboke ideje. 

Najvazniji Boskovicev doprinos znanosti tice se strukture tvari i pojma neprekinutosti koji 
je s tim u vezi. On je drzao da se nista u prirodi ne dogada skokom, naime da se u prirodi sve 
dogada neprekinuto. U 18. stoljecu bilo je i kritika £og zakona, jer se nije mogao primijeniti na 
mnoge pojave. Tako je problem sudara dvaju tijela izazivao sumnju u njega, jer ako se sudare 
dva tijela razlicite brzine, onda se naglo a ne neprekinuto promijeni njihova brzina. Boskovic je 
sudar tumacio drugacije, pa za njega nagla promjena brzine pri sudaru ne znaci da ne vrijedi 
zakon neprekinutosti nego samo da ne postoji dodir medu tijelima. Do dodira ne moze doci, jer 
odbojna sila izmedu tijela raste neograniceno kad se ona priblizavaju jedno drugom, a brzina 
se tada mora mijenjati neprekinuto. Boskovic je ovdje spojio zakon neprekinutosti s Newtonovom 
idejom o odbojnim silama medu cesticama malih udaljenosti. Zbog postojanja odbojne sile u 
malim udaljenostima Boskovic drzi da su elementarne cestice tockaste, jer^kad bi te cestice bile 
protezne morale bi se rasprsiti, jer uslijed odbojnih sila ne bi se mogla drzati na okupu nikakva 
ma kako mala protezna cestica. 

Ako se dvije takve tocke-cestice nadu u nekoj udaljenosti jedna od druge, onda je tom uda- 
ljenoscu odredena sila. Ona je u vrlo malim udaljenostima odbojna, a u vrlo velikim udaljenostima 
privlacna u skladu s Newtonovim zakonom gravitacije. Ocito je da na nekoj udaljenosti sila mora 
prijeci od privlacne u odbojnu, jer je po Boskovicevu gledistu njezina promjena neprekinuta kao 
i svaka druga promjena u prirodi. U takvoj udaljenosti odredenje nece biti ni za privlacenje, ni 
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za odbijanje. Medutim, Boskovic je smatrao da takvih prijelaza ima vise i da se time mogu dobro 
tumaciti sve razlicitosti i pojave u pirrodi. Te tocke prijelaza Boskovic naziva granice kohezije i 
nekohezije. 

Kako u prostoru postoji mnogo cestica medu kojima postoji odredenje za privlaSenje ili 
odbijanje, to ce vec za samo nekoliko njih postojati mnostvo razlicitih slucaj eva. Boskovic u svojoj 
»Teoriji« pokazuje razne slucajeve i polozaje nekoliko cestica, od kojih su mnogi vrlo vazni. Osobito 
je vazan slucaj triju cestica, od kojih su dvije medusobno udaljene za'daljinu jedne granice kohezije 
od ishodista, a treca cestica je na simetrali spojnice prve dvije. Za slucaj da je treca cestica od 
preostale dvije udaljena za udaljenost tocke kohezije od ishodista ona moze opisati oko prve dvije 
stabilnu elipsu, tako da se moze dobiti skup diskretnih elipsa po kojima se moze gibati treca cestica. 




Na temelju poredaja cestica i njihovih brzina, Boskovic je tumacio razlicita svojstva tijela i 
razlicite prirodne pojave. Osobitu ulogu imaju granice kohezije i oscilacije oko tocaka kohezije. 
Boskovic je tumacio pojavu svjetlosti, topline, elektriciteta i magnetizma kao i kemijske pojave 
pomocu gibanja i polozaja cestica materije i posebnih fluida. 

Boskoviceva teorija objavljena je godine 1758. i u pocetku primljena je razlidito. Krajem 18. 
stoljeca ipak je bila zastupana u velikom broju udzbenika iz fizike u raznim zemljama Evrope, 
tako da je krajem tog stoljeca, uz njutonizam, bila temelj nastave iz fizike. Najveci utjecaj imala je 
Boskoviceva teorija u Engleskoj i Skotskoj, gdje su je koristili mnogi profesori na sveucilistu u 
svojim predavanjima ne samo krajem 18. stoljeca nego i pocetkom 19. stoljeca. Posebno je vazan 
utjecaj koji je izvrsila Boskoviceva teorija na Faradaya koji ju je transformirao tako da je uveo 
pojam polja sila. Teoriju polja kasnije je razvio Maxwell , pa je tako Boskoviceva teorija bitno 
utjecala na uvodenje tog vaznog fizikalnog pojma. 

Sredinom 19. stoljeca mnogi su fizicari pod Boskovicevim utjecajem drzali da je sila izmedu 
bliskih cestica odbojna, a izmedu udaljenijih privlacna. Pored mnogo drugih tako je mislio i Max- 
well i to je vise puta isticao. I William Thomson — Kelvin je sezdesetih godina 19. stoljeca zastupao 
Boskovicevu teoriju, pa ju je potkraj stoljeca izricito doveo u vezu sa svojim istrazivanjima. Kad 
je koncem 19. stoljeca otkriven elektron, postavilo se pitanje kako je on povezan s ostalim dijelo- 
vima atoma. Kelvin je pocetkom 20. stoljeca vise puta taj problem rjesavao pomocu Boskovceve 
teorije. Tih istih godina primijenio je Boskovicevu teoriju za objasnjenje strukture atoma i Joseph 
John Thomson . On je tada na temelju Boskoviceve teorije pretpostavio da postoje samo neke staze 
po kojima ce se gibati elektroni oko jezgre. Preko Thomsona je Boskoviceva ideja usla u suvre- 
menu fiziku. 

Najveoi aktivnost u podrucju prakticne astronomije pokazao je Boskovic onda kad je ute- 
meljio zvjezdarnicu u Breri i kad je na njoj radio. Boskovic je smatrao da je najvazniji zadatak 
astronoma verifikacija astronomskih instrumenata, jer o tome ovise svi rezultati. Zato je vodio 
brigu o pogreskama i otklanjao ih ne samo prakticno nego i teoretsku I losija sprava je za Boskovica 
dobra ako se samo zna kakve su njezine mogucnosti i u kojim granicama se krece pogreska. Tim 
svojim istrazivanjima Boskovic je postavio temelj nove prakticne astronomije. 

U teorijskoj astronomiji Boskovic je dao svoje metode odredivanja staza kometa, metodu 
odredivanja staze planeta Urana, metode odredivanja elipticnih staza ako se ne udaljuju mnogo 
od parabolicnih staza, zatim teoriju perturbacija planeta Jupitera i Saturna. Mnoge su bile vazna 
spona za postavljanje novih metoda pocetkom 19. stoljeca. 
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K a ° i u drugim podrudjima tako su i u optici temeljni pojmovi i njihova kritika bili prvi 
kojima se Boskovic bavio. Razmatrajuci tvrdnju o pravocrtnom sirenju svjetlosti zakljucio je da 
se ni na koji nacin ne mo2e dokazati da se svjetlost siri pravocrtno u beskrajnim prostorima sve- 
mira gdje neke sile mogu cestice svjetlosti skrenuti s njihova puta. Tu su izvanredno vazne ras- 
prave o gustoci svjetlosti, buduci da Boskovic izgleda medu prvima ili cak prvi formulira zakon 
rasvjete. Kasnije se Boskovic usmjerio vise na istrazivanje leca i njihovih pogresaka. Stalno za- 
nimanje za poboljsanje leca i optickih sprava dovelo je Boskovica i na istrazivanje novog optickog 
mikrometra. Za tu je svrhu upotrijebio svojstva dvoloma gorskog kristala. 

Boskovic se jako zanimao i za probleme oblika i velicine Zemlje. On se osobito bavi ravno- 
te2om tekucine koja rotira oko svoje osi i oblikom Zemlje na temelju mjerenja meridijanskih stup- 
njeva i duljine sekundarnog njihala. On geometrijskom metodom dokazuje da oblik rotirajuce 
tekucine mora biti elipsoid spljosten na polovima sto jeved bio dokazao i Mac Laurin. Dalje je 
Boskovic dokazao da dva pravocrtna kanala koji izlaze iz bilo koje tocke tekucine i zavrsavaju na 
povrsini moraju biti u ravnotezi. A tada je sila teze na povrsini Zemlje okomita na samu povrsinu. 
Iz toga odmah proizlazi Boskoviceva definicija Zemljine povr§ine. On je definira kao povrsinu 
koja je na svakom mjestu okomita na smjer sile teze u njemu. Ta povrsina, kako je Boskovic vec 
vise puta isticao, ovisi o raspodjeli masa u unutrasnjosti Zemlje, ali i o konfiguraciji nj ezine vidljive 
povrsine. 

U matematici je Bo§kovi6 dosao do vise vaznih zakljucaka, ali je najvazniji od sviju njegov 
zakljucak da realm brojevi dine kontinuum. U njegovo vrijeme se drzalo da su samo geometrijski 
objekti neprekinuti. Boskovicevo prosirenje pojma ncprekinutosti i na brojeve stoga je znacilo 
ogroman napredak. Vazna je i njegova teorija presjeka sto§ca u kojoj je uveo mnoge nove poglede. 

Njegova shvacanja prostora bila su takoder nova u njegovo vrijeme. On je smatrao da apso- 
lutni prostor ne mozemo spoznati ni na koji nacin, a da mozemo govoriti samo o relativnom pros- 
toru u kojem se nalaze sve zvijezde. Smatrao je takoder da je nemoguce spoznati ni apsolutno 
gibanje, a ni vrijeme. Svojim pogledima u tom pogledu on postaje vazan prethodnik modernih 
rclativistickih pogleda. 

U gradevinarstvu se zalagao za uvodenje matematickog proracuna, sto je tada bila novost, 
a znacilo je i novo razdoblje u tom podrucju. 

Problemi koji su ovdje navedeni nisu svi kojima se Boskovic bavio, ali vec i oni pokazuju 
svu sirinu njegovih pogleda i dubinu njegovih znanstvenih rezultata. 



Kada ce cetvorougao biti trapez? 

DRAGOLJUB S. JOVlC, Zajetar 

' definiciji, trapez je cetvorougao sa jednim parom paralelnih stranica. Otuda proizlazi - 

da trapez pripada klasi konveksnih cetvorouglova ravni E 2 . 

Prema tome, u ravni E 2 konveksni cetvorougao bice trapez, ako posjeduje jedan par para- 
lelnih stranica. 

Sem ovog definicionog uslova, postoje i drugi uslovi pod kojima de konveksni cetvorougao 
u ravni E 2 biti trapez te iste ravni E 2 . Te uslovc daju sledece teoreme: 

Teorema 1. 

U ravni E 2 konveksni cetvorougao ABCD bide trapez, ako i samo ako je duz MN } koja 
spaja sredi§ta M i N njegovih naspramnih stranica AD i BC , jednaka poluzbiru ostalih dveju 
stranica AB i CD datog konveksnog cetvorougla ABCD , tj. ako i samo ako je: 

MN = -i (AB + CD), 
pri dmu je AM = MD i BN — NC . 

Dokaz : 

1) Uslov teoreme je potreban. 

Neka su u ravni E 2 tacke M i N sredista krakova AD i BC trapeza ABCD u kome je AB | CD, 

(si. 1). 

Treba dokazati da je MN = ~ (AB + CD). 
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stranice AB 



C 




SI. l. 

S druge strane, kako je 
^FD, pa je stoga: 




MN 



*1 



TF 



AfD i FN 

I 



~ proizlazi da je MN sredisna duz trougla 



2 + BF) — ~ {AB + CD), 



sto je u ovom delu teoreme i trebalo dokazati. 

2) Cy/ot; teoreme je dovoljan ; 

ugla ^CACsl^Sve da" fj * naspramnih st “ konveksnog cetvoro- 



MN = —(AB + CD). 



( 1 ) 



Treba dokazati da je dati konveksni cetvorougao ABCD trapez 

A — A NCD , odakle, pak, sledi da je FF t=CD i ^ BFN = <£ CD2V. 
uglov'SS dtle'sA 1 CflA?naiZmeni£ni P ° P°^aju, onda zbog jednakosti ovih 

pa je LIT kak ° ’ e = MD 1 FN “ sIedi da * AW sredisna duz trougla OAD, 



AW = ~ AF. 



( 2 ) 



nja jedtu&o st^ postaje : * (2) proizlazi da ie Mcdutim, kako je CD = BF, posled- 

a4B + Df = AF. 

1 o zna£i da su tacke A, B i F kolinearne, pa zbog BF || CD, sledi da je AB II CD odakle 
fetrem?rtteb2dokLad. da * ^ detV0 W° ^SCD trapez, 5to je u ovom delu 

Time je ova teorema u potpunosti dokazana. 

Teorema 2. 

” konveksni cetvorougao ABCD bide trapez, ako i samo ako je duzF O, koia soaia 

e ista F i Q njegovih dijagonala AC i FD, jednaka polurazlici stranica AB i CD datog konveks- 

nog cetvorougla ABCD, tj. ako i samo ako je PQ = ± (AB - CD), pri cemu je AP= PC i BO = 
= QD. Z 

Dokazi 

1) Uslov teoreme je potreban . 
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Neka su u ravni E 2 tacke P i Q sredista dijagonala AC i BD trapeza ABCD u kome je AB f 
1 CD, (si. 3). 

Treba dokazati da je PQ = \r(AB — CD). 





B 



SI. 4. 

U tom cilju produzimo duz CQ preko tacke Q do preseka F sa stramcom AB datog trapeza 
ABCD. Tada je < BQF = <£ CQD (kao unakrsm), FBQ = | CDQ (kao naizmem^ cni i) 
BQ = QD s pa je zato A FBQ ^ A CDQ, odakle, pak, sledi ua je FB C 1 Q Q 

S druge strane, kako je AP = PC i FQ = QC, proizlazi da je PQ sredisna duz trougla 
AFC , pa je stoga: 



PQ =-i- AF — d- (AB - FB) = \ (AB 
2 l L 



CD ), 



sto je u ovom delu teoreme i trebalo dokazati. 

2) Uslop teoreme je dovoljan. 

Neka su u ravni E 2 tacke P i <2 srediSta dijagonala AC i BD konveksnog cetvorougla ABCD 
(sl. 4), takva da je: 

PQ = y (AB - CD). (?) 

Treba dokazati da je dati konveksni cetvorougao ABCD trapez. 

U tom cilju produZimo duz CQ preko tacke Q za QF =CQ, a zatimtackuT spojimo sa 
tackama A i B. Tada je <t l^QF = < CQD (kao unakrsni), SQ = QD i FQ = QC,P^ zato 
A FBQ ^ A CDQ y odakle, pak, neposredno sledi da )Q FB — CD 1 < FBQ — < OiJy. 

Medutim, kako su uglovi FBQ i CDQ naizmenicni po polozaju, onda zbog jednakosti ovih 
uglova proizlazi da je FB [ CD. , . „„ 

S druge strane, kako je AP = PC i FQ = QC, sledi da je PQ sredisna duz trougla AFC, 
pa je stoga: 



PQ=.j;AF. 



(4) 



Iz jednakosti (3) i (4) proizlazi da je AB — CD = AF. Medutim, kako je CD FB, po- 
slednja jednakost postaje AB — FB = AF, odakle, pak, neposredno sledi da je: 

AB = AF + FB. 

To znaci da su tacke A, B i F kolinearne, pa zbog FB || CD, proizlazi da je AB I CD, odakle, 
pak, neposredno sledi da je dati konveksni cetvorougao ABCD trapez, sto je u ovom delu teore- 
me i trebalo dokazati. 

Time je ova teorema u potpunosti dokazana. 



Teorema 3. 

U ravni E 2 konveksni cetvorougao ABCD bide trapez, ako i samo ako je MP = NQ,pn 
cemu su tacke M i N sredista njegovih naspramnih stranica AD i BC,aP l Q presecne tacke duzi 
MN sa dijagonalama AC i BD datog konveksnog eetvorougla ABCD. 
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Dokaz : 

1) Uslov teoreme je potreban. 

. Neka su ravni E 2 tacke M i N sredista krakova AD i BC trapeza ABCD fsl 5) a P i O 

A ° ' BD d3t0g traP£Za ABCD U to™'* ** I CD. 

BC tr Iv^aABCD ovo ™ d B iU te0reme ' ta ^ e M { N sredista krakova AD i 

^ trapeza ABCD , sledi da je MN sredisna duz datog trapeza ABCD } pa je zato MN | /j£ || CD, 

odakle, pak, na osnovu Talesove teoreme sledi da je — — = —1 — t ; ^2 _ BN _ 

PC MD on ~ Tfr ~ l} jer )e po 

pretpostavci AM = MD i BN — NC. Otuda proizlazi da je AP = PC i BQ = QD. 
stoga/ Sad> kak ° ' C AAi ~ MD ' = PC > sledi d a je ATP sredisna duz trougla BCP, pa je 



MP = y CD. 



( 5 ) 

BCB ) S paTe S za S to? ne ’ kak ° ,C = A ' C 1 P roizlazi d a je NQ sredilna duz trougla 



NQ = ~ CD. 



( 6 ) 



balo dSaza S d! dn ° “ iednak ° Sti (5) 1 (6) Sledi da )e MP = NQ > §t0 > e u ovom d elu teoreme i tre- 





2) Uslov teoreme je dovoljan. 

ugja isTD 8 a P rrwl " ta£1 f -y naspramnih stranica BP i BC konveksnog cetvoro- 

ugla dl,ag ° nalama ^ 1 BD dat °8 konveksnog cetvoro- 

Treba dokazati da je dati konveksni cetvorougao ABCD trapez u kome ie AB || CD 

onda 

c: i B, takve da je DE [ MN i CF | MN. Otuda, na psnovu Talesove teoreme, sledi da je - P = 

=_ dM. _ • _ BN _ pp 

MD ~ 1 1 QF ~ ~nc = ier ie po pretposmvci AM. = ATP i BN = A1C. Odavde, dalje, 
proizlazi da je AP = PE i BQ = QF. 



stoga : 



l sad, kako je AM = MD i BP = PE, sledi da je MP sredisna duz trougla BPB, pa je 



MP = — PB. 



( 7 ) 



BCP, S p d je S z e ato: ane> ^ NQ 1 BQ = QF ’ proizlazi da * N Q -edisna duz trougla 



NQ = — CF. 



( 8 ) 
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Medutim, po pretpostavci u ovom delu teoreme je MP = NQ , odakle, pak, na osnovu 
jednakosti (7) i (8) sledi da je DE = CF, pri Cemu je jos DE \CF \MN. 

Prema tome, naspramne stranice DE i CF Cetvorougla DECF su paralelne i jednake medu 
sobom, pa je zato cetvorougao DECF paralelogram. Medutim, ovo je nemoguce, jer se prave, 
koje sadrze naspramne stranice CE i DF Cetvorougla DECF seku u taCki 5. 

Dakle, nasa pretpostavka da nije AB || CD dovodi do apsurda, da je Cetvorougao DECF 
paralelogram, koji to nije. Dobijeni apsurd dokazuje da je AB | CD, sto je u ovom delu teoreme 
i trebalo dokazati. 

Time je ova teorema u potpunosti dokazana. 

Posledica 

U ravni E 2 konveksni Cetvorougao ABCD bice trapez, ako i samo ako je MQ = NP , pri 
cemu svl M i N sredista njegovih naspramnih stranica AD i BC 3 a P i Q presecne tacke duzi MN 
sa dijagonalama AC i BD datog konveksnog cetvorougla ABCD (si. 6). 




Teorema 4. 



U ravni E 2 konveksni cetvorougao ABCD bice trapez, ako i samo ako je PM = QN, pri 
cemu su tacke P i Q sredista njegovih dijagonala AC i BD, a M i N presecne tacke prave PQ sa 
stranicama AD i BC datog konveksnog cetvorougla ABCD. 



Dokaz: 

1) Uslov teoreme je potreban. > ■ ■ 

Neka su u ravni E 2 tacke P i Q sredista dijagonala AC i BD trapeza ABCD , a M i ^ pre- 
secne taCke prave PQ sa stranicama AD i BC datog trapeza ABCD u kome je AB | CD, (si. 7). 

Treba dokazati da je PM — QN. 



U tom cilju produzimo du2 CQ preko tacke Q do preseka F sa stranicom AB datog trapeza 
ABCD. Tada je <£ BQF = < CQD (kao unakrsni), < FBQ = < CDQ (kao ^zmemcm) i 
BQ == QD (po pretpostavci), pa je zato A FBQ ^ A CDQ , odakle, pak, sledi da je FQ QC. 

I sad, kako je AP = PC (po pretpostavci) i PQ = QC, proizlazi da jePQ sredisna duz 
trougla AFC, pa je stoga PQ \\AF, tj. MN 1 AB, odakle, pak, na osnovu Talesove teoreme sledi 

Ha i P ^ = 1 i BN — — ] jer je, po pretpostavci, AP = PC i BQ = QD. Odavde, 

d ] MD~ PC NC QD 

dalje, sledi da je AM = MD i BN — NC. 

Buduci da je AM = MD i AP = PC, proizlazi da je MP sredisna duz trougla ACD, pa 
je zato: 

( 9 ) 



MP = — CD. 



pa je stoga: 



S druge strane, kako je BN — NC i BQ = QD, sledi da je QN sredisna duz trougla BCD, 
stoga: 



QN=- CD. 



( 10 ) 
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trebab ' doStf ** jednak ° Sti (9) 1 (10) P roizlazi da >' e MP ~ Q N > §to je u ovom delu teoreme i 
2) Uslov teoreme je dovoljan. 

. M -^? ka SU ? ravn 3, £2 taeke P i 2 sredista dijagonala AC i BO konveksnog cetvorougla ABCD, 

£ srs ne ."§, e ’stx Q “ 1 Bo d ”»* 

Treba dokazati da je dati konveksni cetvorougao ABCD trapez u kome je AB § CD. 

onda nL^AJAMI f direktno > * Pretpostavicemo da nije AB ICO. Ako je tako, 

m)e m MN # AB » CD > P a zat0 na Pravama AD i BC postoje tacke E i F, razlicite od tacaka 

D i C, takve da je CE || MN i OF | MN. Otuda, na osnovu Talesove teoreme, sledi da je — = 
AP _ . BN _BQ ME 

PC NF~QD~ h ier ie P° Pretpostavci AP — PC i BQ — QD. Odavde, dalje, pro- 

izlazi jda je AM = ME i BN = NF. 

stoga; 1 S3dj kak ° J£ AM = ME * AP = PC ’ Sledi da ie MP sre< iisna duz trougla ACE, pa je 



PM = —■ CE. 



(ID 

BBO 5 S pMe g zat 0 *** ^ = NF 1 52 “ QZ) > P roizIazi da 1* 0* sredisna duz trougla 



QN=±DF. 



( 12 ) 

jed„a sdraars'S pak> na osnovu 

koje sadrze naspramne stranice DE i FC cetvorougla DFCE seku. ^ ’ se prave ’ 

Dakle, nasa pretpostavka da nije AB J CD dovodi do apsurda, da je cetvorougao DFCF 
fre^foSktL 1 10 m,e ' D ° bl,eni 3pSUrd d ° kaZU, ' e da > e AB I CD > «» ie u ovom delu teoreme i 
Time je ova teorema u potpunosti dokazana. 

Posledica 

U ravni E 2 konveksni cetvorougao ABCD bice trapez, ako i samo ako je MQ = PN pri 

cemu su tacke Pi Q sredista njegovih dijagonala AC i BD, a M i N presecne tacke prave P O sa 
nasprammm stramcama AD 1 BC datog konveksnog cetvorougla ABCD (si. 8). P ^ 



Konveksnost i konkavnost grafika funkcije 

I , dr SVETOZAR VUKADINOVIC, Beograd 

si. I)' defimsan^ti moze da bude konveksan (konkavan nadole, 

' = Ptoizvoljne tacke^ A [*,,/(*,)]. i B [*»/(**)] konveksnog luka krive 

-? , onda 1® dco tog luka tzmedu tacaka A 1 B — iznad tetive AB. Znaci, kod konveksnog 

luka ordxnata proizvoljne tacke luka, izabrane izmedu tacaka A i B, uvek ce biti veca od ortfnatf 

tacke tetive sa istom apscisom. Ako izaberemo ta£ke na luku (C) i tetivi (£>) sa apscisom ** + * 2 

onda je ordinata tacke konveksnog Iuka^c ~f(- A * a ) veca od ordinate tacke tetive y D = 

_/(*») +/(**) 



tj. tada je ispunjeno 



~F ^ f (.Xi) + / (# 2 ) 

2 J > 2 



\. 
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ili 



d = 



/(*i)+/(* 2 ) 



-/ 



CD 



Ako spojimo dve proizvoljne tacke A i B konkavnog lulca krive y = fix), onda je deo tog 
luka izmedu tacaka A i B — ispod tetive AB. Znaci, kod konkavnog luka ordinata proizvoljne 
tacke luka, izabrane izmedu tacaka A i B , uvek ce biti manja od ordinate tacke tetive sa istom 

Xi + x 2 



apscisom. Ako i ovde izaberemo tacke na luku (C) i tetivi (D) sa apscisom ■ 



onda je ordinata 



tacke konkavnog luka y c = / ~ j manja od ordinate tacke tetive y D = 

tj. tada je ispunjeno 4 

, f(xi) + f(x 2 ) 






< ■ 



'ili 



d = /(X|) + /( ^ - / > 0. 



( 2 ) 



Kao sto vidimo, da bismo utvrdili da li je posmatrani luk krive konveksan ili. konkavan 
potrebno je ispitati znak razlike d , pa ako je ta razlika «negativna, onda je luk krive konveksan, a 
ako je pozitivna, onda je luk krive konkavan. 

Ta£ka u kojoj kriva prfclazi iz konveksnosti u konkavnost (ili obrnuto) naziva se prevojna 
tacka krive (tacka infleksije). 

Primer. 1. Ispitati za koje vrednostix je kriva y — x 3 — Ax konveksna, a za koje je konkavna. 
Resenje. Formirajmo razliku 



d = 



fix 0 +/(* 2 ) 



(x 1 + x 2 ^ 


x\ — 4x t 4- x\ — 4x 2 f 


(x 1 4- x 2 \ 


i 3 i*i + **l 


l 2 j 


1 ~ 2 l 


A 2 J 


1 • 4 2 J 



x] +xjl — 4 (x t 4- x 2 ) _ (xi + x 2 y 



+ 2 (x 1 + x 2 ) = TT (*i + X 2 ) (xi — x 2 ) 2 . 

Y 8 



Ako su apscise Xi i x 2 izabrane pozitivne (0 < Xi < x 2 ), onda je x x -f x 2 > 0, a kako je i (x t — 
— x 2 ) 2 > 0, to je d > 0, pa je za x > 0 luk krive y = fix) konkavan. Za x i < x 2 < 0, razlika 
d < 0, pa je zax <0 luk krive y = / (x) konveksan. Prevojna tadka krive je koordinatni pocetaky 
Grafik funkcije y = x 3 — « 4x = x (x — 2) (x 4- 2) dat je na si. 3. 

Primer 2. Ispitati funkciju y = tgx -y < x C u pogledu konveksnosti i konkavnosti. 



I 



Print to PDF without this message by purchasing novaPDF ( http://www.novapdf.com/) 



55 



Resenjii. Grafik funkcije ;y = tg * je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak (nepama funkcija), 
1 kako >e za x - 0 l tgx = 0, grafik prolazi kroz koordinatni pocetak (si. 4). Zbog toga je dovoijno 

ispitati grafik ftinkcije samo za 0 < x < y. Ako se za ove vrednosti* pokaze, na primer, da je 
grafik konkavan, onda ce za — — < x < 0 grafik biti konveksan (i obrnuto). Neka je, dakle, x>0. 





Uzmimo dve tacke x, i x 2 takve da je 0 < Xl < x 2 < ~ i formirajmo razliku: 

A _ tg Xl + tg X 2 ^ X 1 + x 2 

u - — tg — . 



Radi jednostavnosti stavimo ~ — a, y = Sledi 



d _. tg(a + ^ )= __tga 

2 1 - tg 2 a + 1 - tg 2 /S 1-tg atg'jS 



tg P 



tg a + tg p 



= tg a + tg P - tg a tg p (tg a + tg p) tg a + tg p 

(1 - tg 2 a) (1 — tg 2 /S) 1 - tg a iTP ~ 

= (tg a + tg p) (tg a - tg ft ) 2 

(1 - tg 2 a) (1 - tg 2 P) (1 - tg atg py 

Kako je 0 < x < — , to je 0 < a < - 2 - i 0 < p < pa j e 0 < tg a < 1, 0 < tg p < 1. Sledi 

daje tga + tg/?>0, 1 -tgatg£>0, 1 - tg 2 a > 0, 1 - tg 2 p > 0, (tg a - tg /?) 2 > 0, 
pa je i d > 0. Na taj nacin pokazali smo da je 

tg x 1 + tg x 2 ^ *1 + x 2 7 T 

— 2 tS 2 — ~ > 0 za 0 < *x-< x 2 < y, 

= tg * konkavna - Zb °g simetricnosti grafika funkcije u odnosu 
vojna taeka Ef funkcije < ° fUnkdie konveksan - Koordinatni pocetak je 



na 

pre- 



Vezbanja. Ispitati sledece funkcije u pogledu konveksnosti i konkavnosti: 

2 __ 1 __ 1 /— 

y — x , y — j y — y = \ x 3 y — a x 3 y = sin x, y = log fl x (0 < a < 1, a > 1). 
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1Z MOJE RADIONICE I LABORATORIJA 



Neobicna vrtnja tekucine u magnetskom polju 

Da bismo vidjeli tu neobicnu pojavu slozimo uredaj prema slid. 




.CENTRALNA 

ELEKTRODA 



ELEKTRODA OD 
- ALUMINIJSKE 
FOLIJE 



MAGNET! 



Uz unutrasnju stijenu male staklene posudice (kristaUzatora) polozimo alumimjsku foliju 
koja ce nam posluziti kao elektroda. Drugu elektrodu, aluminijski stap dugacak otpri ^e , cr 4 * 
promjera 0,5 cm, ucvrstimo pomocu stative u sredinu posudice. U posudicu ulijemo elektrolit 
— otopinu sulfatne kiseline (H 2 S0 4 ). Kad elektrode spojimo na izvor struje; (akumulator 4 V 
ili baterija 9 V) elektrolitom ce poteci struja sto ce se vidjeti po mjehuricima yodika kojise izlucuju 
uz centralnu elektrodu (katoda) i kisika koji se izlucuju uz povrsinu alumimjske folije (.anoda;. 

Ako sada ispod centralne elektrode stavimo jaci trajni magnet (nekoliko magneta od vrata 
za ormare) nakon nekoliko sekundi zapazit cemo kako se citav elektrolit okrece oko centralne 
elektrode. Pojavu rotacije tekucine jos cemo moci bolje promatrati ako povrsinu tekucine pospe 
finipi praskom od krede ili naprosto brasnom. 

Zamijenimo li polaritet elektroda ili promijenimo 'smjer magnetskog polja, tekilcina ce ro- 
tirati u suprotnom smjeru. 

Ako magnet udaljimo, rotacija prestaje. 

Kako objasniti kruzno gibanje tekucine ? 

Znamo da je na cesticu naboja Q koja se giba brzinom v okomito na magnetsko polje in- 
dukcije B to polje djeluje Lorentzovom silom 

F = BQv. 

Lorentzova sila uvijek je okomita na smjer brzine nabijene cestice i na smjer magnetskog polja, 
a smjer joj se odreduje pravilom desne ruke. 

U nasem pokusu nabijene cestice su pozitivni (HJ + ) i negativni (SO^ - ) ioni koji se gibaju 
u elektricnom polju izmedu elektroda. Dok nema magnetskog polja gibanje iona je radijalno zbog 
specificnog oblika elektroda. Kad su se ioni nasli u magnetskom polju okomitom na smjer nj move 
brzine, Lorentzova sila je promijenila smjer njihovog gibanja, tj. dala lm je centripeltano ubrzanje. 
Posto ioni imaju suprotni nabojs(Q i —Q) to ce i njihove brzine biti suprotnog smjera i — 
pa ce Lorentzova sila sve ione zakretati u istom smjeru. Ioni sulfatne kiseline su s molekulama 
vode u elektrostatskom medudjelovanju pa zbog toga oni pri svom gibanju pokrecu i ubrzavaju 
molekule vode i na taj nacin rotira citava tekucina. Smjer rotacije ovisi o smjeru magnetskog polja 
kao i o smjeru elektricnog polja izmedu elektroda. 

Ovaj jednostavan pokus daje nam priliku da izravno vidimo kako se nabijene cestica giba 
po kru^nici kad na nju djeluje magnetsko polje okomito na smjer njenog gibanja. 

Branka Mikulicic , Zagreb 
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ASTRONOMJJA 



Zasto kvazari nisu zvijezde? 

Pomocu nekoliko proracuna popratit cemo 
otkrice kvazara. Oni su opazeni dvama astro- 
nomskim tehnikama: optickim teleskopima i 
radio-teleskopima. Radio-teleskop zabiljezio je 
zgusnuti izvor. radio-valova, a opticki teleskop 
je na istom mjestu zabiljezio modrikastu »zvi- 
jezdu«. Obradivat cemo primjer kvazara 3C273-. 

Modrikasta »zvijezda« ozracivala je povrsinu 
Zemlje 8,8 • 10 15 puta manje nego Sunce. 
Buduci da zvijezda zraci snagom Z,, a na uda- 
ljenosti od nje r smjestena je Zemlja, to je 
ozracenost jednaka 

4n r v 

Da bismo mogli ustanoviti udaljenost na kojoj 
se zvijezda nalazi, moramo pretpostaviti kolika 
je njezina snaga zracenja L u odnosu na Sunce- 
vu snagu zracenja L 0 : 



tj. L/Lo = 1. Tada iz E 0 IE = 8,8 • 10 15 sli- 
jedi rjr 0 = 3,4 • 10 7 . No kako znamo da je 
Sunce od nas udaljeno 500 sekundi svjetlosti, 
to za 3C273 izlazi udaljenost 

r ± (L — Lo) — 1500 godina svjetlosti. 

To je jos relativno blizu, tj. »zvijezda« se nalazi 
unutar sustava Mlijecnog Puta. Medutim, nasa 
procjena udaljenosti ovisi o pretpostavljenoj 
snazi zracenja. Pretpostavimo li da je stvaran 
izvor 10 6 puta intenzivniji od Sunca — jer 
takve su najsjajnije zvijezde, modri divovi, do- 
bivamo za udaljenost 

r 2 (L = 10 6 L 0 ) — 1,5 • 10 6 godina svjetlosti, 

a to je vec udaljenost na kojoj se nalaze druge 
galaktike. »Zvijezda« se dakle moze nalaziti u 
sirokom intervalu udaljenosti pa pripadati ili 
nasem ili nekom drugom zvjezdanom sustavu. 
A sto ako kvazar zraci 10 12 puta vise nego 
Sunce? Tada ce nam racun pokazati da se na- 
lazi na udaljenosti 

r 3 (Z/ — 10 12 Z, o ) = 1^5 • 10 9 godina svjetlosti. 

Promotrimo sada sto nam otkriva spektar 
kvazara. U njemu su pronadene spektralne li- 
nije cije se valne duljine ne podudaraju s val- 
nim duljinama istih tih linija zracenih labora- 
torijskim izvorom, vec su sve povecane za 16%. 
Do takvih pomicanja najcesce dolazi zbog od- 
micanja izvora svjetlosti od nas brzinom v s tj. 
zbog Doppler ovog efekta. Izraz za efekat je: 

— — 

c A * 



' Uzmemo U Aljl = 0,16, c = 3000 000 km/s, 
dobivamo v = 48 000 km/s. 

Vrijeme je da se zacudimo, kako se neka 
zvijezda moze gibati tako velikom brzinom? 
Mogla bi to biti posljedica neke eksplozije. 
No ako je zvijezda u nasoj vlastitoj Galaktici, 
tada bismo morali vidjeti i druge posljedice 
eksplozije. Eksplozija mora biti snaznija ako je 
izbacena ne sarrio jedna vec vise zvijezda. To 
je stvarno slucaj. Najprije su otkrivene dvije 
fanodrikaste zvijezde« na mjestu radio-izvora, 
kvazara 3C273 i 3C48, a kasnije njih vise stoti- 
na. I svi se ti objekti udaljuju od nas golemim 
brzinama. Nijedna od tih »zvijezda« ne pokazuje 
tangendjalno gibanje, vec samo uzduz do- 
glednice — • kao da smo mi u centra eksplozije! 
Ovo je bitan momenat koji dovodi u veliku 
sumnju zvjezdanu prirodu kvazara. Poteskocu 
da kvazare protumacimo kao objekte koji bjeze 
iz nase Galaktike moramo povezati sa spozna- 
jom o jednoj dragoj svemirskoj pojavi. 

Postoji jedna globalna pojava u kojoj ucestvu- 
je cijeli svemir, u kojoj svaki opazac sebe vidi 
u centra dogadaja. To je ekspanzija svemira: 
galaktike se udaljavaju od nas brzinama to ve- 
cim sto su udaljenije, pa se ekspanzija svemira 
izrazava relacijom 

== Hr, 

gdje je konstanta razmjernosti izmedu udalje- 
nosti i brzine H, Hubbleova konstanta, jednaka 

Pokusajmo odrediti udaljenost kvazara ako 
on ucestvuje u toj kozmoloskoj pojavi. Iz v — 
= 48 000 km/s slijedi: 

7*4 = 1,9 • 10 22 km & 2 • 10 9 godina svjetlosti 

Udaljenost izlazi gotovo jednaka onoj koju smo 
dobili kada smo pretpostavili da kvazar zra£i 
10 12 puta vise od Sunca. 

I to je istina. Kvazari su galakticke tvorevine 
u kojih se istice malena jezgra cije dimenzije 
msu vece od jedne godine svjetlosti. Za uspo- 
redbu, jezgra Galaktike ima dimenzije od 5000 
godina svjetlosti. Iz minijaturne jezgre kvazara 
istjece energija koja je u nekih primjeraka 1000 
puta veca od energije koju zrace obicne galak- 
tike. Kvazari su najaktivniji oblici galaktika. 
Kakav je u njih mehanizam koji u veoma malom 
dijelu prostora dovodi do najvecih snaga zra- 
cenja, nepoznato je i napregnuto se istrazuje. 

Za Slobodan zadatak odredimo svojstva kva- 
zara 3 C48 koji Zemlju ozracuje 1,4 • 10 17 puta 
slabije nego Sunce, a pokazuje pomak spektral- 
rnh linija prema crvenom od 37%. Na kojoj se 
udaljenosti nalazi i koliko je puta njegova snaga 
zracenja L veca od Sunceve? 



Dr, Vladis Vujnovic 
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zadaci I rjeSenja 



Redakcija je, iz tehnickih razloga, primorana 
objaviti slijedece upozorenje: 

Krajnji rok za primanje rjesenja (A, B, C) 
iz ovog broja je 10. 3. 1988. Rjesenja (i imena 
rjesavatelja) bit ce objavljena u br. 4/155. Bit 
£e objavljena imena samo onih ucenika koji 
rijese minimum zadataka: 5 -M ili 3-F (ili oboje) 
ako polaze 3. ili 4. razred, 3-M ili 2-F (ili oboje) 
ako polaze 1 . ili 2 . razred. 

Ujedno molimo pripaziti na upute rjesavate- 
ljima koje su na dnu cetvrte strane omota. 

A) Zadaci iz matematike 

1993*. Naci sve cetverocifrene brojeve, sa- 
stavljene od cetiri uzastopne cifre (koje ne 
moraju biti u rastucem, »normalnom« nizu), 
tako da svaki takav broj pomnozen sa 2/3 daje 
broj sastavljen od istih cifara. 

1994*. Tri putnika sastali su se da jedu. 
Prvi je pridonio 3 hljeba, drugi 4 hljeba. Nakon 
sto su tih 7 hljebova podijelili na tri jednaka 
dijela i sve pojeli, treci putnik daje 7 novcica i 
kaze: »Placam. Vas dvoje podi j elite ovaj novae 
pravedno!« 

Koliko novcica pripada prvom, koliko dru- 
gom putniku? 

[Iz etiopskog ucenickog casopisa HISBAB.] 

1995. Odrediti ostatak dijeljenja broja 

] 1 ioo 13200 _|_ 1*7300 

brojem 7. 

1996. Odrediti ostatak dijeljenja polinoma 

*" -{- * 3 + 10*-+ 5 

polinomom x 2 + 1 . 

1997. Koliko rjesenja ima jednadzba 

x 4 + 100[*] = 100*? 

(Nap. [*] je funkeija »najvece cijelo*.) 

1998*. Jednakokracan trapez razdijeljen je 
\ dijagonalom na dva jednakokracna trokuta. Ko- 
liki su kutovi trapeza? 

1999*. Odrediti sve kruzne isjecke (sektore) 
kod kojih je mjerni broj opsega jednak mjernom 
broju povrsine. 

2000. Dvije medasne plohe tetraedra su su- 
kladni jednakostranicni trokuti (stranice a). 



* Zadaci oznaieni zvjezdicom predvideni su prven- 
stveno za 15 — 16-godisnje u<!5enike. 



Ostale dvije medasne plohe su jednakokracni 
pravokutni trokuti. Koliki je radijus upisane 
kugle ? 

2001. Dat je tetraedar ABCD. Izraziti rasto- 
janje od temena D do tezista strane ABC u 
funkeiji od duzina ivica tog tetraedra. 

2002. Uspravnom kruznom stoscu opisana 
je kugla. Ravnina koja sadrzi srediste te kugle, 
a paralelna je s-bazom stosca, dijeli stozac na 
dva dijela jednakih volumena. 

Koliki je prikloni kut izvodnice prema bazi? 

2003*. Paralelogram rotira jednom oko jed- 
ne stranice (duljine a = 5) a drugi put oko 
druge stranice (duljine b = 2 ). 

Koliki je omjer volumena nastalih tijela? 

2004. / (x) = sin 6 * -f 3 sin 2 * cos 2 * 4- cos 6 * 

f CD * ? 

2005. Dokazati da jednadzba 
2 sinV(|) sin^(|)=l + ^ 

nema rjesenja. 

2006. Kolika je povrsina trokuta ako su mu 
vrhovi : 

A( 5,2,3), B ( 8 , 3, -5), C(5,0,7)? 



B) Zadaci iz fizike 

840. Kuglica mase 50 grama se izbaci sa 
zemlje vertikalno u vis brzinom v 0 - Kada padne 
na zemlju, kuglica se odbije (vertikalno) u vis, 
zatim ponovo padne na zemlju, ponovo se 
odbije itd. Pretpostavite da prilikom svakog 
odbijanja od zemlje kuglica izgubi (preda zem- 
lji) jednak postotak svoje trenntne energije. 
Kuglica se drugi put odbije od zemlje 3,97 
sekundi nakon izbacivanja, i u ta dva sudara 
preda zemlji 19,00% svoje pocetne energije. 
Otpor zraka zanemarite. (g = 9,81 ms -2 ) 

a) Koliki postotak svoje trenutne energije 
kuglica preda zemlji prilikom svakog odbijanja 
od nje? 

b) Kolikom je pocetnom brzinom (• v 0 ) kugli- 
ca izbacena vertikalno u vis? 

c) Koliki je ukupan impuls sile koji je kug- 
lica predala zemlji u ta dva sudara s njom? 

841. Covjek okrece kuglu na uzetu zane- 
' marive mase i duzine 90 cm u vodoravnoj rav- 

nini na visini od 1,5 m iznad zemlje, sve vecom 
i vecom brzinom. Uze moze izdrzati napetost 
od najvise 44,9 N. Kugla ima volumen od 
65*617 cm 3 , a nacinjena je od bronce koja je 
smjesa bakra (gustoce 8900 kg/m 3 ) i kositra 
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(gustoce 7300 kg/m 3 ). Kada uze pukne, kugla 
udari u zemlju brzinom od 10,5 m/s. Izracunajte 
koliko u kugli ima grama bakra, a koliko grama 
kositra. (g == 9,81 m/s 2 ) 

842. Termodinamicki ciklus Dieselovog mo- 
tora prikazan je na slid. Odrediti koeficijent 
iskoristenja Dieselovog motora za koji je e = 
"= V \\V i — 9, a (p — V 2,1V 2 = 5. Adijabatski 




koeficijent neka je y = 5/3. Gorivo izgara na 
dijelu 23 ciklusa. izgorjeli se plinovi ispustaju 
iz cilindra na dijelu 41, a dijelovi ciklusa 12 
i 34 su adijabatska kompresija i ekspanzija. 

843. Izmedu dviju zgrada razapeto je uze 
duljine 3/ tako da su krajevi uzeta na istim 
visinama. Na udaljenosti / od svakog kraja uzeta 
objeseni su utezi nepoznatih masa. Naci odnos 




masaaitega ako su kutovi koje zatvaraju zidovi 
zgrada i uze jednaki a = 30° i ft — 45?. Za- 
nemariti tezinu uzeta. 

844. Homogeno magnetsko polje indukcije 
B — 12 mT usmjereno je okomito na homogeno 
elektricno polje jakosti E — 15 kV/m. Nabijena 
cestica, najprije ubrzana razlikom potencijala 
U — 10 kV ulijece u elektricno i magnetsko 
polje tako da joj je brzina okomita na oba polja. 
Odgovorite: (a) Kada ce gibanje cestice biti 
jednoliko i pravocrtno? (b) Odredite odnos 
q/m (naboj/masa) cestice za takvo gibanje! 

845. Elektr-icni grijac ima dva dijela. Ako 
oba dijela ukljucimo serijski, voda prokljuca za 
30 min,, a ako ih ukljucimo paralelno onda za 
6,67 min. Napon na kontaktima grijaca je 



uvijek isti, kao i koeficijent korisnog djelovanja. 
Izracunajte za koliko minuta ce prokljucati ista 
kolicina vode ako je ukljucen samo jedan dio 
grijaca! 

C) Zadaci iz matematike za 
ekonomsko usmjerenje 

681. Svota od 100 000 dinara ulozena je po- 
cetkom godine uz 60% godisnje dekurzivno i 
orocenje na 3 mjeseca. Poslije 7 mjeseci ulagad 
ukamacenu svotu orocuje na 13 mjeseci uz 
80% godisnje dekurzivno. Koliko ce imati na 
stednom racunu krajem te godine, ako se pri- 
mjenjuje mjesecni konformni kamatnjak? 

i 

682. Roba poskupi za 20%. Za koliko % bi 
trebala jos poskupiti da konacna cijena ^ude 
180% pocetne cijene? 

683. Zadane su matrice A, B, C i to: A = 




vrijednost x u matrici B ce vrijediti A • B — 
- 3C? 

684. Zadane su matrice: 

A = [2 1 4], B = 2 j . 

Izracunajte A • B i B • A. 

685. Minimizirajte z = 3x + ly uz ove uvje- 
x + y > 3,^ + 4 y > 6, x > 0, y > 0. Problem 
rijesite graficki. 

D) Rjesenja iz matematike 

1965. Dokazati da kvadrat ma kojega prostog 
broja ( primbroja ) p > 3 pri dijeljenju sa 12 daje 
ostatak 1 . 

Rjesenje A: 

Svi prirodni brojevi imaju jedan od oblika 
6k - 1, 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 
(k e AT). 

Kako su brojevi 6k , 6k + 2, 6k + 4 djeljivi 
sa 2, a brojevi oblika 6& + 3 djeljivi sa 3, 
to prosti brojevi p > 3 moraju biti oblika 6k ± 
±" 1. Njihovi kvadrati su oblika: 

{6k ± l) 2 = 36^ 2 ± \2k + 1 = 

= 12 (3& 2 ± k} + 1, 
tj. pri djeljenju sa 12 daju ostatak 1. 

Dejan Basic (3), Trebinje 

Resitev B 

Ce naiogo malce predrugacimo, vidimo, da 
zahteva, da dokazemo, da 12 j p 2 — 1 =(p — 
- 1 )(P + 1). 



Print to PDF without this message by purchasing novaPDF ( http://www.novapdf.com/) 



60 



£e je p > 3, je liho, torej se da zapisati kot 
2k + 1: 

(P — 1) (P + 1) = 
x = (2k + 1 - 1) (2k + 1 + 1) = 

= 2k • (2fe + 2) = 4fc • (fc + 1) = 4n. 

Tako smo dokazali deljivost s 4. 

Oglejmo si se tri zaporedna naravna stevila : 
p — l,p inp + 1. Eno od njih mora biti deljivo 
s 3. Ker je p prastevilo, nam preostane le se 
moznost, da 3 | (p — 1) ali 3 | (p + 1). 

Ce je Stevilo hkrati deljivo s 3 in 4, potem 
je tudi deljivo z 12. 

Mar j an Jerman (2), Trbovlje 

1966. Nadi sve prirodne brojeve x 3 y, z (x > 
> y > z) za koje vrijedi 

! + i- + JL = i. 

x y z 

Rjesenje A: 

O&gledno je z > 3. 

1° Za z — 4 je 



Dakle, jedina rjesenja su: 

(20,10,4), (36,9,4), (15,6,5). 

Dijana Ilisevic (1), Beli Manastir 
Rjesenje B: 

Iz uvjeta x > y > z slijedi 

!>— , *>*> 1=3. 

z x z y z 



Zbrajanje daje 



i. , A = ± 

* 4 } 



tj. 



* > 6 i y > 6 =>' ~ —<—> 



— > 1, tj . s < 6. 
z 



Takoder mora biti 



— < 1, tj. s> 3. 
z 



Zakljucujemo da z moze biti 4 ili 5. Ispitajmo 
prvo slucaj z = 4. Tada je 



1 + 1=1 

x y 4 



8 jc + 4 y — xy = 0 . 

Taje jednadzba ekvivalentna jednadzbi 
(*-4)0>-8)~2 5 . 

Uvjet x > y > z zadovoljavaju samo rjesenja 
x = 20, y =’ 10 i x = 36, y = 9. 

2° a z 5 je 

1 + - = 4 (2* - 5) O' - 5) = 5 2 . 

x y 5 

Uvjet x > y > z zadovoljava samo 
x = 15, y *=» 6. 

3° Za 2 = 6 je 

1 + 1 = 1 _ 2)Cv - 4 > = 2 3 . 

x 2 

Niti jedno od rjesenja ne zadovoljava uvjet 
x >y > z. 

4° Za z > 6 je 

1.1 2 2 

6’ y 6* 

tj. 

X ' y £ 



pa mora vrijediti 
a zbog 



A < i- => 3; > 8, 

y 4 



imamo 



!>lil=! 

y x y y 



1 > 1 =* ;y < 12. 

y 4 



Dakle, y moze poprimiti tri vrijednosti: 9, 10 
ill. 

Provjerom zakljucujemo da za 9 i 10 ]do- 
bivamo 20 i 36 kao vrijednosti za ^dok^=|ll 
ne daje za x prirodan broj. 

Ako je \z = 5 tada vrijedi 

_1_ , 2_ = 2_ 

* 5 

— < => y > 5 - 

y 5 

Iz uvjeta zadatka zakljucujemo 

!>! 

y x 

2l = 2l 

y y 



3 2 15 

— > => y < -T* 

y 5 2 



Kako je N on moze biti samo 6 ili|7. 
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Provjerom zakljucujemo da za y = 6 x po- 
prima vrijednost 15, dok za y = 7 x ne za- 
dovoljava uvjete zadatka. Postoje txi trojke za 
koje vrijede uvjeti zadatka: 

e {(36, 9, 4), (20, 10, 4), (15, 6, 5)}. 

Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 

Rjesenje C: 

3 

06igledno je — - < 1 xz je stoga z > 3, a 

kako je x > y > z mora biti x > 5, y > 4. 

Posto imamo tri sabirka to bi rjesenje bilo 

"3~~*~’3~~*~1T = zbog zadatih uslova — 

. 2 . .. , 3 3 
i y su sigurno manji od — pa stoga ymora 

biti vebe od ~ odnosno z < 9. Drugi sabirak 



. 1 
,e -6‘ 



2 . l i 

— je veci od — . Najveca vrijednost—- 
y x x 

2 1 . 

pa je stoga — > — , t ). y < 12. UkoHko uz- 
y o 

3 3 ? 

memo najvecu vrijednost — , tj. tada — 
z 4 y 

2 2 3 35 

ima vrijednost — . Imamo — + ~ ~ §to 

znaci da je prvi sabirak y > ; tj. * < 36. 

Sad kad imamo ova ogranicenja: 

36 > x > 5; 12 > y > 4; 9 > z > 3 

pomocu narediiog BASIC-programa lako do- 
bijamo rjesenja: 

*i = 15 x 2 = 20 x 3 = 36 
y i = 6 3^2 = 10 3? 3 = 9 
#i = 5 = 4 # 3 = 4 

10 CLS 

20 FOR X = 6 TO 36 
30 FOR Y = 5 TO 12 
40 FOR Z = 3 TO 9 

50IFX*-Y*-Z = Y*-Z + 2-*X-)fZ + 
+ 3*Y*XANDX > YAND Y >Z 
THEN PRINT X; Y; Z 
60 NEXT Z : NEXT Y : NEXTjX. 

Program radi na CPC-6128. 

(Vrijeme: 50 s) 

Predrag Miletid (3), Foca 

1967. Odpedumu cee i {e/ie 6pojeee x mano za 
x 2 + 3x -f 24 6yde madparn t^enoz 6poja, 

Pbmerne A: 

[x 2 + 3x ± 24 = p 2 9 p eN 
4x 2 + 12x + 961= 4P 2 



(2x + 3) 2 + 87 = 4 p 2 
(2p — 2x — |3) (2p\+ 2x + 3) = 

= (±1) ' (±87) = (±3) • (±27). 
Pa3JiHKyjeMO cjie^ehe cjiyuajeBe: 

2p — 2x — 3 = ±1 ±86]— 6 

2p + 2x + 3 = ±87/ 4 

(20, -23) 

u\ 2# 3 = ±3 ) ±26 — 6 

b) 2p + 2x + 3 = ±29 1 ^ * 4 

(5, -8) 

. 2p - 2x - 3 = ±291 ±26 - 6 

} 2p + 2x + 3 = ±3 ) ~ * 4 

(-8, 5) 

±86 — 6 



d) 



2p-2x-3 = ±871 
2p ± 2x ± ‘3 = ±1 / 



=*- x = 



4 

(—23, 20) 

TpatfceHH SpojeBH cy: 20, 5, —8 h —23. 

20 2 ± 3 • 20 ± 24 = 484 = 22 2 
5 2 ± 3 • 5 ± 24 = 64 = 8 2 
(— 8) 2 ± 3 (-8) ± 24 = 64 = 8 2 
(— 23) 2 ± 3 • (-23) ± 24 = 484 = 22 2 . 

B/iaduMup IlemKoauh (4), Hum ' 

, Rjesenje B: 

Broj * mora biti u intervalu od -30 do 
30 jer je 30 2 - 29 2 = 59, dok se nakon trans- 
formaeije zadanog izraza u 



/ . 3\ 2 , 87 

l + t) +t 



' 87 

to ocigledno vidi (jer je — < 59). 

Dalje mozemo zadatak rijesiti programski: 
10 FOR x —30 TO 30 
20 LET A = SQR (x * x + 3 * x + 24) 

30 IF A = INT A THEN PRINT x 
40 NEXT x 

Program daje rjesenja: x = -23, -8, 5, 20. 
(Vrijeme: 8 s.) 

Ivica Vilibic (3), Split 

1968. Odrediti tri kompleksna broja modula 1 
sa svojstvom da im je i zbir i proizvod jednak 1. 

Neka su z l9 z 2 i -z 3 traz i fkompleksni 
brojevi. Po uslovu zadatka imamo 



l*i I = 1**1 = l* 3 | = 1 



'(D 
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Zl + Z 2 4- 2T 3 = 1 (2) 

ziz 2 z 3 = 1 (3) 

Iz (3) imamo 



z v _ J_ __ _ 1 _ Z* _ z 3 
l " 2 23 23 ~ \z 3 \ 7 



23 



zbog uslova ( 1 ). Analogno se dobija 



2^3 = z 2 1 z 2 Z 3 = Zi. 

Sabirajuci dobijene jednakosti i koristeci uslov 
( 2 ) dobijamo 



z \Z 2 4- Z\Z 3. + 2 2 £ 3 = 23 + 2^2 + 2 i = 



= 2"1 4 " 2 2 + 23 = 1, 

pa vidimo da su na osnovu Viete-ovih pravila 
Zi z 2 i 23 koreni jednacirie 

z 3 — z 2 + z — \ = 0 o 

'o(z - 1) (s 2 + 1) = 0, 

a to su brojevi 1 , — z, i. 

Dejan Delid (4), Novi Sad 



1969. Poisci vs a trimestna stevila, ki so enaka 
vsoti fcikultet. svojih ciferl 

Resitev A: 

100 a ,+ 106 + c = a! 4 - 6 ! + e\ 

a\ 4 - b\ 4- cl < 1000 => max ( a , b, c) < 6 (Do.: 
7! > 1000, 6 ! < 1000) 
a\ 4- 6 ! + c\ > 99 => vsaj eden od o, b ali c 

mora biti 5 ali 6 (Do.: 
brez 5, 6 bi bila naj- 
vecja vsota 4! 4- 4! 4- 
4 - 4! < 99). 

Ce bi bilo eno stevilo 6 , bi bila vsota a! 4 - 
4 - b\ 4- ,c\ > 6 ! = 720, tega pa si ne moremo 
privosciti, saj imamo za stotice najvecje stevilo 
6 . Torej max (a, b,c) = 5. 

Eno stevilo je zagotovo 5. Obstajajo tri moz- 
nosti : 

I. 5 je na mestu stotic (5 be) 

Ne, to ne gre! Najvecje mozno stevilo, ki 
ga lahko dobimo je 5! 4~ 5! 4- 5! = 360 < 

< 500. 

II. 5 je na mestu desetic (a5c) 

Najvecje tako stevilo bo torej 4! 4-514- 
4- 5! = 264, torej bo na mestu stotic 1 



(15c) ali 


. 2 


(25c), 










a) 150, 


1! 


■ + 


5! 


+ 


0! 


7^ 


150 


151, 


1! 


4- 


5! 


4- 


1! 


7^ 


151 


152, 


1! 


4- 


5! 


+ 


2! 


7^ 


152 


153, 


1! 


+ 


5! 


4- 


3! 




153 


154, 


1! 


+ 


5! 


4- 


4! 


7^ 


154 


155, 


1! 


+ 


5! 


4- 


5! 


7 ^ 


155 



b) 254, 2! 4 - 5! 4- 4! < 200 
255, 2! 4- 5! 4- 5! ^ 255 

III. 5 je na mestu enic (ab 5) 

Kot sem ugotovil ze prej, bo na mestu 



stotic 1 


ali 


2 


(165 


ali 


265) 


a) 105, 


1 ! 


4- 


0 ! 


+ 


5! 


7 ^ 


105, 


1 15, 


1 ! 


4- 


1 ! 


4- 


5! 




115 


125, 


1 ! 


4- 


2 ! 


4- 


51 


7 ^ 


125 


135, 


1 ! 


4- 


3! 


4- 


5! 




135 


145, 


1 ! 


4- 


4! 


4- 


5! 


= 


145 


155, 


1 ! 


4- 


5! 


4- 


5! 


7 ^ 


155 


b) 245, 


2 ! 


4- 


4! 


+ 


5! 


< 


200 


255, 


2 ! 


4- 


5! 


4- 


5! 


7 ^ 


255 



Ostalih moznosti ni. Edino tako stevilo je 145: 
1! 4- 4! : + 5! = 145. 

. Mar j an Jerman (2), Trbovlje 
Rjesenje B: 

A = lOOx 4- 10.y 4 - 2 — x\ 4- y\ 4- 2 ! 
Kako je: 

6 ! = 720 a 7! = 5040 => cifre moraju biti 
manje od 6 , 

.3 • 4! = 72 => jedna cifra mora 

biti veca od 4, , 

5! = 120 => A > 120, 

3 • 5! = 360 => A < 360. 

Dakle: # 

355 > A > 125 

Maksimalni zbroj faktorijela cifara broja A ima 
broj 355 i iznosi 3! 4- 5! 4 - 5! = 246. 

Dosadasnje konstataeije i zakljucke zadovo- 
ljavaju slijedeci brojevi: 

125, 135, 145, 150, 151, 152, 153, 154, 155 
205, 215, 225, 235, 245. 

Od navedenih brojeva uvjet zadatka zadovolja- 
vaju parni brojevi ako nemaju cifru 1 , odnosno 
imaju dvije cifre 1 , i neparni brojevi koji imaiu 
jednu cifru 1 . 

Taj dodatni uvjet zadovoljavaju brojevi: 
125, 135, 145, 153, 155 
215. 

Kontrolom svakog broja posebno ustanovio 
sam da jedino broi 145 zadovoljava uvjete 
zadatka : 

145 = 1! 4- 4! 4- 5! 

Josip Tambaca (2), Sibenik 

Rjesenje C: 

Ocito je da cifre tog broja ne mogu biti 
7, S, 9 ier im je faktorijel veci od 999. Takoder, 



J 
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ni 6 ne moze bid cifra tog broja jer je 6! = 720, 
pa bi jedna cifra morala bid ^7. 

Uz pomoc slijedeceg programa dobivamo 
rjesenje 145. 

10 FOR a% = 0 TO 5 : READ x% (a%) : 
: NEXT 

20 DATA 1, 1, 2, 6, 24, 120 

30 FOR a% = 1 TO 5 

40 FOR b% = 0 TO 5 

50 FOR c% = 0 TO 5 

60 IF 100 a% + 10 -X- b% + c% = 

= x% (a%) + x% (b%) + x% (c%) 
THEN PRINT a%; b%; c% 

70 NEXT : NEXT : NEXT 

Program je pisan u LOCOMOTIVE BASIC-u 
i radi manie od 2 sekunde. ' v 

Aleksandar Micic (2), Banja Luka 

1970. Zadana je funkcjja 

/(*> = O -f 1) x 2 - 2 (_ m _ l)x]+ m - 5 

gdje je m realan parametar. 

Pokazati da svi prirodni grafovi prolaze jed- 
nom zajednickom tockom. Koja je to tocka? 

Rjesenje A: 

/(*) = mx 2 + x 2 — 2 mx + 2x + m — 5 

= (x 2 - 2x + 1) m + x 2 + 2x - 5 

Da vrijednost / (x) ne ovisi 6 s m treba biti 

x 2 — 2xj-f 1 = 0 => x = 1. 

Za x = 1 dobivamo /(l) = -2. Trazena tocka 
je 

T ( 1 , - 2 ). 



Dalibor Paar (3), Zagreb 

Resitev B: 

4* 1) • x 2 — 2 (wij — 1) • x -f- 
+ m x — 5 = (m 2 + 1) • x 2 — 

' ~ 2 (m 2 — 1) • x-f m 2 — 5 
. x 2 {m i — m 2 ) — 2x(tn i —m 2 ) + 

+ — m 2 = 0 

Oi - m 2 ) • (x 2 - 2x + 1) = 0 
Oj — ra 2 ) • (x — l) 2 =• 0 
Neodvisno od m je resitev x — 1 => y = — 2., 
Marjan Jerman (2), Trbovlje 

Rjesenje C: 

Za m = —1 imamo 

jy ==/(*)=" 4x — 6 
tj. parabola se degenerise u pravac. 



Rjesavanjem sistema (jednacine pravca i je 
nacine pramena parabola) imamo: 

4x — 6 = (m + l)x 2 ' — 

- 2(m - l)x + m - 5 
{m + 1) x 2 — 2 (m + 1) x -f m + 1 = 0 
x 2 - 2x + 1 = 0 
(* - l) 2 = 0 => x, = x 2 = 1 
=3>2 = 4 • 1 - 6 = -2. 




Dakle, pravac y = 4x — 6 je tangenta na sve 
parabole u tacki T( 1, —2). 

Sinisa Sekara (3), Pale 

1971. Rjesenja jednadzbe 

x 3 -f ax 2 + bx + c = 0 

cine aritmeticku progresiju. Naci vezu izmedu 
a, by c. 

Kako rjesenja jednacine x 3 + ax 2 -f bx -f 
+ c = 0 obrazuju aritmeticku progresiju, ona 
moraju biti oblika 

X ly Xy X -f / 

Po Vijetovim pravilima je 

*i + x z + x 3 = —a =>(x — r)-f- 
+ x + (x + t) = -a => 3x = -a^> 



Kada se ovo uvrsti u polaznu jednacinu 
dobijamo 

a 3 a 3 ab 

~27 + T - T + c = 0 - 
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Prema tome: a, b, c zadovoljavaju vezu 
2a 3 - 9 ab + 21c = 0. 

Nihad Borovina (2), Foca 

1972. Rdenja jednacine 

x 3 4- ax 2 + bx 4- c — 0 

cine geometrijsku progresiju. Naci vezu izmedu 
CLy b, c» 



Koristicemo Vijetovu teoremu 



*1 4- *2 + *3 = ~ a 

*1*2 4* *2*3 + *3*1 

* 1 * 2*3 = ~ C 



4 



(*) 



*2 

Po uslovima zadatka: *i = — * * 3 — x 2 • q. 
, 4 

Zamenimo to u formule 

q 2 4- q]+ 1 - 

* 2 • — 



..2 « 2 + 1 + 1 
*2 * 

Kako je * 2 = — ]/ c imamo 

q 2 + q + 1 



= b 



b — *2 ' *2 
tj. 



= — ]/ c • (-a). 



Rjesenje je jedinstveno: 

x = 1, y z — 0. 

j Kresimir Franjid (1) 3 Sarajevo 

1974. Koliko razlicitih cjelobrojnih rjesenja 
ma nejednadzba 

1*1 4 - \y\ < 100 ? 

Rjesenje A: 

Rjesenja nejednadzbe mozemo prikazati u 
pravokutnom koordinatnom sustavu. 

Cjelobrojna rjesenja Su sve tocke s cjelo- 
brojnim koordinatama unutar kvadrata. 




a ■ ]/c — b = 0 ili b 3 = a 3 c. 

Jovan Sokolovid (2), Pirot 

1973. RazrijeHti u (skupu R) sistem 
x +y =» 2} xy — z 2 = 1 . 
x+y = 2=>y — 2 — * 

* (2 — *) — jst 2 — 1 = 0 
2*3- * 2 - z 2 - 1 = 0 
- (* -ji) 2 - z % = o 

(* - l) 2 + z 2 = 0. 

Kako je a 2 > 0 za svako ael?, posljednja 
jednakost je moguca samo ako je z — 0 i 
(* - l) 2 = 0. 

z 2 — 0 => z — 0 
(* - l) 2 = 0 => * = 1 
y — 2 — * => y = 1 . 



Tocaka s apscisom 99 ima jedna: (99, 0), s 
apscisom 98 tri: (98>— 1) 5 (98 3 0)>(98, 1); itd 3 ... 5 
s apscisom 1 ima ih tocno 197 [od (1, —98) 
do (1* 98)]. Cjelobrojnih rjesenja s desne 
strane ;y-osi ima ukupno 1 4- 3 + 5 -j- . r . + 
+ 197 = 99 2 = 9801. 

Isto tolikd tocaka s cjelobrojnim koordinata- 
ma koje zadovoljavaju nejednadzbu |*| 4* 1^1 < 
<100 ima s lijeve strane jy-osi. 

Na samoj ordinatnoj osi ima 199 trazenih 
tocaka. 

Ukupan broj razlicitih cjelobrojnih rjesenja 
zadane nejednadzbe je 

2 • 9801 4- 199 = 19801. 

Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 

PemeEbe B: 

rioniTo je 99 HajBehn neo 6poj Man>H oa 
100 jacHO je Aa je MaKCHMajma Bpe/mocr |*| a 
oahocho \y\, Koja OAroBapa hckom pemeH»y 
99. 36or Tora MHHHMajma BpeAHocr x, oahocho 
y, y HeKOM peniemy MO>ne 6 hth — 99 3 a MaK- 
CHMajraa 99. 

(\a\ — b=>a=b\/ a — —6). 

Hena ce * npehe oa — 99 ao 99 ca KopanoM 
1. 3a Heny TpeHyray BpeAHocT * TauHO je 
OApe^eH HHTepBaji y^KOMe ce MO>Ke KpeTaTH 



Print to PDF without this message by purchasing novaPDF ( http://www.novapdf.com/) 



65 



> TaK0 « a ype^eHa flBojKa (x, y) 6y fl e pemeite 
mre HejeflHaqHHe. Tpa^e jnrrepBajia pejio- 
opojHor y OApefjyjeMO Kao peme&e jeimatmHe: 

bl = 99 - |*|. 

3a y > 0 je y = 99 — |*| urro je ynpaBO- 
MaKCHMajiHa BpeflHOCT y Koja, sa TpeHyTHo x, 
3 ao^OBOJtaBa HejeAHamray. 3 a y < 0 je y = 
r ~ (" - \x\)> oahocho y = \x\ - 99 iiito 
je ynpaBo MHHHMajma BpeAHocT y, 3a TpeHyTHo 
x > K ?J a 3a A0B0JtaBa HejeAHaqHHy. 3Hami: 3a 
OApe^eHo x, y momc y 3 HMaTH CBe u;ejio6pojHe 
BpeAHocTH 113 HHTepBajia [ \x\ — 99 , 99 — Mi 
OApe$HBaH>e T pa>KeHor 6poja pemema cboah 
ce Ha npe6pojaBaH>e cbhx oAroBapajyhnx fepen- 
H0CTH 3a y» npn TpeHyraoM x, noje ce npefee 
oa —99 ao 99. H 3 Hecemi nocTynan Mone ce 
npeACTaBHTH cjieAehoM ajiropHTaMCKOM meMOM : 




Bhah ce Aa oAroBapajyliH BASIC nporpaM 
Mopa Aa ce 3acHHBa Ha 2 neTJte noje npaTe 
BpeAHocTH x , oahocho y . Epoj pemeEba Hajia3H 
oe y;. dpojany K koj'h ce niTaMna Ha Kpaiy 
oopaAe. riporpaM H3rjieAa OBano: 

10 ]K = 0 

202FOR X = —99 TO 99 

30 FOR Y=ABS(X) — 99 TO 99-ABS(X) 

40 K]= K + 1 
50 NEXT Y 
60 NEXT X ' 

70 PRINT K 

(Obo je”pa^eHo Ha KoMOAOpy 64). 

03Hana y BASIC-y 3a ancojiyrHy [BpeAHocr 
bpoja a; je ABS (X), 

IIporpaM Aaje perneae: ynynaH 6poj pa3- 
jihhhthx AejiodpojHHX pemerna AaTe Hejen- 
Hatume je 19801. 

; ffpaean Mapuk (3)* KpymeBan 



1975 . Zadanje hut 63°. »Klasicnonn konstruk - 
cijom 0 tj. samo ravnalom i sestarom) razdiieliti 
taj hut na : 

a) 3 jednaka dijel a > 

b) 7 jednakih dijelova . 

Rjesenje A (najcesce): 

63° - 60° - 3°; 

a) 3° • 7 = 21° (= 63° : 3)/ 

b) 3° • 3 = 9° (= 63° : 7). 

Rjesenje B: 

b) 3 • 63° - 180° = 9°0= 63° : 7 ), 
a) 30° - 9° = 21° (= 63° : 3). 

Dejan Basic (3), Trebinje 

Pemeite C: 

108° y npaBHJiHOM neToyrjiv; 9° = n08° 

- 90°) : 2, 21° « 30° - 9°. ’ 

ffpazau Manuk (2), nHpoT 

1976 • Zadan je jednakostranican trokut ABC 
sa stranicama duljine 4. N a ravninu tog trokut a 
povucene su okomice : AP = BQ — 2 CR = 
~\2> na istu stranu (tj. u isti poluprostor)i 

ABCPQR? V ° lUmen tijd<l ods i eiene Pnzme) 

Rjesenje A: 




j?pD > o'S^°v Sasto ^ se oc * tr °strane prizme 
ST 1 cetvorostrane piramide PSQRT. 
lrema tome, zapremina tijela jednaka je zbiru 
zapremina prizme i piramide (V ± + V 2 ). 



a Sh. H _ 4 2 \/ 3 
4 1 4 



1 = 



V 



KiHB,!- H x = 

= 4/3, 

= 1-1^2 _ 1 /I + 2 \ / - 

3 ~ T \~2~ ' 4 ) ' 2 ^ 3 = 

= 41/7, 

F = Fj + F 2 = 8/7. 

Mirsad SubaSic (1), Zenica 



Print to PDF without this message by purchasing novaPDF ( http://www.novapdf.com/) 



66 



Rjesenje B: 

Produzimo zadane okomice preko vrhova P s 
Q i R tako da je 

PA i = 3, QBi = 2 i ~RC l = 1. 



Lako se uvida da su tijela ABCPQR i 
A X B { C iPQR sukladna i jednakog su volume- 
na. Ta dva tijela »sklapaju« pravilnu trostranu 
prizmu ABCA^B { Ci visine 4. 



Ci 




Trazeni volumen tijela ABCPQR jednak je, 
dakle, polovini volumena prizme ABC A iB x Ci: 



t /• V ABCA 1B1C1 

V ABCPOR — 






= 8 |/3. 



Dalibor T uzinskt (2), SI. Pozega 
PemeHiie C: 

T /_n AP + BQ + CR 

V — Pa ABC * ^ — 

_a 2 l/l I '+ 2 + 3 a 2 ]/' 3 6 

4 3 4 ' 3 _ 

.... a 2 /l 4’ • 1/T I6J/1 0)/ - 

- 2 “ ~ 2 = 8 I' 3 - 



HJ1H 



13,86. 

Becna Mapunoea (3), Eirrojia 



1977. fla ce nat^pma epafiuKom na (fiyniafu- 
jama 

1 — x 2 

y = arc cos r. 

1 -f x 2 



Jlec^HHHqHOHaTa obJiacr Ha ASAenaTa 4>yHK- 
AHja e MHOHtecTBOTO Ha CHTe peanmi GpoeBH, 
1 — X 2 I 

r < 1 3 a CHTe x. 



6HAejKII 



1 + X* 



rpa(£>HKOT Ha 4>yHKUHjaTa e CHAieTpHueH no 
oahoc Ha 3;-ocKaTa 3aToa pa3rjieAyBaMe caMO 
3a x > 0. 





i 



l — cos^y 
1 -f cos y 



= iv = x, 



naAe npeA KopeHOT cToe 3nai< + 6HAejKH e 

0 < y < 0 < — < -y- h cjieAOBaTejiHo 

y y 

tg -y > 0. Oa paBennaTa tg — = x AobimaMe 

,y=2arctgx. CnpeMa Toa rpa(£>HKOT ua Aa- 

AenaTa 4>yHKmija 3a x > 0 ce AobnBa 
oa no3HaTHOT rpacfjHK Ha (JjyHKitnjaTa y = 
— 2arctgx. co OABojyBame Ha Hej3HHHTe 
opAHHam. 

Becna Mapunoea (3), BnTOJia 

1978. Koliko ima troznamenkastih brojeva sa 
samim razlicitim znamenkama? 



Rjesenje A: 



Broj trazenih brojeva jednak je broju vari- 
jacija 3. razreda bez ponavljanja od 10 eleme- 
nata umanjenih za broj varijacija 2. razreda bez 
ponavljanja od 9 elemenata (jer znamenka 0 
ne inoze biti na mjestu stotica): 



V x l-Vl= 10 • 9 • 8 - 9 • 8 - 
= 720 - 72 = 648. 

Dijana Ilisevic (1), Beli Manastir 
Resen je B: 

Kako na prvom mestu sleva moze stajati 
jedna od 9 raspolozivih cifara (0 ne moze), na 
drugom jedna od 9 preostalih (ukljucujuci i 0), 
a na trecem jedna od 8 neupotrebljenih, tro- 
cifrenih brojeva sa razlicitim ciframa ima 9 • 9 * 

• 8 = 648. 

Biljana Jovanovic (3), Knjazevac 
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E) Rjesenja iz fizike 



826. Stap mase m = 1 kg giba se translatorno 
akceleracijom a = 2 m/s 2 pod dejstvom sila F\ 
i F 2 gdje je x = 20 cm i F 2 — 5 N. Koliko 
je dugacak stap? 

Oznacimo duzinu stapa sa L. Vidimo da se 
stap nalazi u dinamickoj ravnotezi, pa se krece 
translatorno. To znaci da su momenti sila koje 
deluju na, stap uravnotezeni u odnosu na osu 






koja prolazi kroz centar mase stapa (na udalje- 
nosti L/2 od kraja stapa) i koja je normalna na 
stap, pa imamo 



Ft 



= F -> 



<4-4 ' 



(*) 



Stap se krece stalnom akceleracijom usled 
dejstva rezultujuce sile R — F 2 — F t = ma. 

Sredivanjem (-X-) dobijamo: 

(F 2 - F.) y = F 2 ma. ■ y 
Odavde je 



F 2 x . 



\ 



IF 2 X 

L = = 1 m. 

m a 

Dejan Delic (4), Novi Sad 

827. Kuglica mase m = 20 g nalazi se na 
vertikalnoj ploci koja se krece translatorno nbr- 
zanjem == 4g u horizontalnom pravcu. 

a) Kolikom snagom kuglica deluje na plocu? 

b) Ako je koejlcijent trenja izmedu kuglice i 
ploce fi = 0,5 odrediti ubrzanje ploce a 2 pri 
kome ce kuglica po{eti padati ; 

c) Ako je ubrzanje ploce a 3 == g 'koliko ce vre- 
mena kuglica padati sa visine h = 10cm? 



i* 



a) Pri ubrzanom kretanju ploce na kuglicu 
. deluje inercijalna sila ciji je smer suprotan od 



smera kretanja ploce. Upravo to je sila kojom 
kuglica deluje na plocu, i ona iznosi 

F = m a 1 -= 0,785 N. 

b) Na kuglicu deluje sila teze mg vertikalno 
nanize, a vertikalno navise sila trenja // m a 2 . 
Uslov da bi kuglica pocela padati je: 

■ \ 
mg > jam a 2 , 

tj. odavde sledi da se ploca mora kretati ubrza- 
njem a 2 koje ispunjava uslov 



<z 2 < — ; 



a 2 < 2 g. 



c) Ubrzanje luglice je g — pi a 3 : Za pad 
kuglice je: 



h = y (g ~ F a 3 ) t 2 



-gt 2 






Milos Guzij an (4), Zrenjanin 

828. Nadi magnetsku indukciju B u tocki O 
petlje kojom tece struja 1 ako su zadane velicine 
a = 10 cm i b = 20 cm. 

(O je centar kruga.) 

Od kruznog dijela petlje magnetska indukcija 
(po pravilu desne ruke) ima smjer u ravninu 
crtnje i iznosi 



B i - 



Fo // 



Fo 



2 a 



, F o ‘ 3 / 
8a 




Magnetsku indukciju od dijela ravnog vodica 
mozemo fiaci iz izraza 

r> Po 1 , 

B = 4J ’ ( COS <Pl ~ cos 

Za dijelove vodica AB i DB u tocki O nema 
magnetske indukcije jer je <p t = (p 2 = 0 i 
COS (fi — cos cp 2 = 0. 

Za dijelove vodica BC i CZ) magnetska in- 
dukcija ima isti smjer (pravilo desne ruke) u 
ravninu crtnje. Zadio BC je r 0 = b 3 q> v = 90°, 

y 2 = 135°, a za CD je r 0 = b, (p 2 = 45°, <r 2 ' = 
- 90°. 
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>K 



•'Vi /H 






B; 



_go . / . ^2_ i»o/|/2 



4:rc 6 2 



8tz b 



8a 



Vo 



1^2 



+ '= tei — "•" 8 



(- +y r) 

\ a nb J 



« (5,42 • 10- 6 //A)T. 

Dalibor T uzinski (2), Slav. Pozega 

829. Kao rezultat izobarnog grijanja za AT = 
= 72 K jednog mola idealnog plina predana mu 
je toplina Q — 160 kj. Nadi rad koji je izvrsio 
plin 3 promjenu njegove unutrasnje energije i vri- 
jednost x — c P lc v . 

Rad koji je izvrsio plin tokom izobarnog 
grijanja je 

W = n RAT = (1 • 8,31 - 72) = 0,6 kj. 

Vrijednost Q = 160 kj, tj. toplina koja je pre- 
dana jednom molu plina izgleda prevelika u od- 
nosu na rad koji je izvrSio plin. Nadalje, racuna- 
juci dalje dobivamo nerealne rezultate za pro- 
mjenu unutrasnje energije i vrijednost x (A U = 
= 159,4 kj, x = 1). Rezultate mnogo blize 
stvarnosti daje Q = 1,6 kj sto dalje u rjesava- 
nju koristimo kao ispravnu vrijednost za topli- 
nu predanu jednom molu plina. Primjenjujuci 
1. zakon termodinamike dobivamo trazenu pro- 
mjenu unutrasnje energije: 

Q =*= W + AU ' 

AU=Q-W*= (1,6 - 0,6) kj = 1 kj. 



Kako se radi o jednom molu plina mozemo 
pisati 

AtJ 



U oba slu£aja dobivamo iste vrijednosti za 
magnetsku indukciju jer je osim r 0 = b zajed- 
nicko i 

cos (p x — cos (p 2 = cos 90° — cos 135° = 

l/2 

= cos 45° — cos 90° = - — . 

2 

Magnetska indukcija jednog od ova dva dijela 
jednaka je 



■ AT 

C P — Cp = 

C JL 
c» 



R 



■ = x 



>AU = — • AT =— 

X — 1 x—l 



Ukupna magnetska indukcija u tocki O ima 
smjer u ravninu crtnje i iznosi 

B =B, + 2B 2 = gg- - ’ 37 + 



=> x • AU = W + AU = Q. 

Trazena vrijednost adijabatske konstante je 

* _ 2 _ _ w _ , 6 

>< ~au~T~ 1,6 

sto priblizno odgovara jednoatomnim plinovi- 
ma. 

Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 

[Nap. ur. Ispricavamo se za stamparsku gresku. 
Priznata su i rjesenja sa 160!] 

83Q. Nuklearna elektrana je termodinamicki 
stroj koji radi izmedu temperature reaktora i 
temperature okoline koju obicno predstavlja rije - 
ka. Razmotrimo slucaj moderne nuklearne elek- 
trane snage P = 750000 kW. Temperatura reak- 
tora je T ! = 586 K a temperatura rijeke T 2 = 
= 293 K. 

a) Kolika je maksimalna moguca efikasnost 
elektrane i kolika je minimalna kolicina topline 
koja se mora predati rijeci? 

b) Akoje stvarna efikasnost elektrane 60% mak- 
simalne 3 koliko se energije mora predati rijeci i 
za koliko ce se povecati temperatura rijeke ako 
je protok 165 m 3 /s? 

a) Maksimalna efikasnost elektrane iznosi : 

„ T x -T 2 586 —[293 
’ = V = • 586 

rj = 0,5 odnosno 50%. 

S obzirom da je 

AU = W + AQ a] W =[0,5 AU 

to je minimalna kolicina topline koja se predaje 
rijeci: 

AQ=W 

AQ = 750000 kWs/s = 

= 750 • 10 s J/s. 

b) Stvarna efikasnost nuklearne elektrane iz- 
nosi: 

Vs = Vi • V 
Vs = 0,6 - 0,5 
Vs ~ 0,3 
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te je 



W ?= 0,3 AU 

W + AQi 

= W + AQi 



W 

AV -h 



AU 

W_ 

0,3 



a Q'=°4 w 

AQ l = ^ • 750000 kWs/s 

AQi == 1750000 kj/s. 
Porast temperature rijeke iznosi: 

at-ASL 

m • c 
1750000 



AT = 



165-4182 K = 2 ’ 54K - / 
Josip Tambaca, (2), Sibenik 



j = T + y ti - /l 



' ab 
a tf 



f = 



/ = 



L — x+x 
(L — x) x 



p »- 



jv- 



II a = L — x — d 3 b = x + d 

(L x — d) (x + d) 



f 
/ = 



L — x — d + x + d 
(L — x — d)(x -f d) 



( 2 ) 



Izjednacimo / iz (1) i (2). S redivan jem'dobiva- 
mo 



L — d 



( 3 ) 



Uvrstimo (3) u (1): 



/ = 



/_ L-c 


l\L — d 


(N 

1 


) 2 5 



tj. 



/,-*£ I* 

Jl 4 L 



831. Predmet je udaljen od zastora za L. Iz- 
medu predmeta i zastora nalazi se leca, koja 
daje ostru sliku predmeta na zastoru i to za 
dva polozaja lece koji su medusobno udaljeni za d. 
Kolika je zarisna daljina lede? 

Neka je udaljenost prvog polozaja lece od 
zastora x, kao sto je prikazano na slici.JJ jed- 
nadzbu lece 



Dalibor Paar (3), Zagreb 

832. Sismis leti prema stijeni brzinom v = 6 
m/s pri cemu proizvodi ultrazvuk frekvencije 
f = 45 160 Hz. Kolika je frekv end j a ultrazvuka 
kojeg SiSmis prima? Uzeti daje brzina ultrazvuka 
c = 340 m/s. 

U ovom slucaju stijena se ponasa kao zvucni 
izvor frekvencije 

/'=/• 



gdje je a udaljenost predmeta, a b udaljenost 
slike od lece, uvrstimo vrijednosti za svaki polo- 
zaj posebno: 

I a = L — x, b = x 

(L — x) x 



(1) 



c — V 

a primljeni zvucni signal imace frekvenciju 

f _ f ' . £_+£ _ f . c + v 
* c * c — V 

V 

jer se sismis (slusalac) priblizava zvucnom iz- 
voru istom brzinom v. 

f p = 46 160 • Hz = 46 782,5 Hz. 

v 340 — 6 

Zivomir Babic (3), Banja Luka 

F) Rjesenja iz matematike 
za ekonomsko usmjerenje 

671 . A je primao prije tri godine OD u iznosu 
od 30 000 dinar a mjesecno, a danas prima 220 000 
dinara mjesecno . Koliki je prosjecni godisnji po- 
stotak povecanja , ako se povedanje za svaku go - 
dinu racuna od uvecane svote na kraju prethodne 
godine ? B je primao prije tri godine OD u 
iznosu od 37 000 dinara mjesecno s time da mu 
je godisnji postotak povecanja iznosio 55,83 i za 
svaku godinu obracunat je od uvedanog iznosa na 
kraju prethodne godine. Za koliko % bi trebalo 
povedati soda primanja B - a da dosegne pri - 
manja koja sada ima A? 
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Godisnji postotak povecanja dobiva se iz jed- 
nadzbe 



220 000 • 12 = 30 000 • 12 
Odavde je 



0 + loo) • 



22 
3 * 



Logaritmiranjem dobivamo 

log ( 1+ 4) = 0 ’ 28843 



,+ ^o = '’ 9428 



pa je 



p *= 94,28. 

Izracunajmo koliko danas prima B. 

C 3 = 37 000 • 1,558 33 . 
Logaritmiranjem dobivamo ~ 
log C 3 = 5,14615 

odavde je 

C 3 = 140 006. 

Trazeni postotak mozemo dobiti iz 
12. v 220 000 



12 • 140 006 



= 1,5714 



673. Netko podigne zajam od 2 000 000 dinar a 
uz kamatnjak p = 25 godisnje dekurzivno i uz 
otplacivanje anuiteta krajem svake godine. a) Za 
koliko °/ 0 ce se povecati anuiteti , ako se kamat- 
njak poveca za 20% prvotnog karnatnjaka , a 
ostali nvjeti otplacivanja zajma ostaju isti ? b) Da 
li povecanja anuiteta u zadatku a) ozisi o 
iznosu zajma ? 

a) Izracunajmo anuitet uz godisnji kamat- 
njak p — 25 pa je 



a — 2 000 000 



1,25 10 (1,25 - 1) 



1,25 10 - 1 * 

Neka je x = 1,25 10 . Odavde je 
log x = 0,96910 

pa je x = 9,3132. Ovu vrijednost uvrstimo u 
izraz za anuitet pa je 

a = 2 000 000 • — - 3 - 2 - s= 560 145. 

OyD \ J Z. 

Izracunajmo anuitet ako je 

Pi = 25 + 20% • 25 = 30 

pa je 



a i = 2000 000 



1,3 10 (1,30 - 1) 



1,3 10 - 1 
Neka je y — 1,3 10 . Odavde je 

logy = 1,13940 iy = 13,7848. 



- pa je 

Pi = 57,14. 

672. U domacinstvu se u jednom polngodistu 
potrosilo 8 litara sirupa od limuna i 4 litre sirupa 
od borovnice i platilo se ukupno 4000 dinara. 
Ako se cijena vocnog sirupa od limuna poveca za 
1 00 dinara po 1 litri, a cijena sirupa od borovnice 
poveca za 25% po 1 litri , onda se ukupni izdaci 
za sirupe u domacinstvu povecaju u narednom 
polngodistu za 30% uz uvjet da se trose iste 
kolicme sirupa kao i prije. Kolika je bila cijena 
1 litre svakog sirupa prije poskupljenja? 

Oznacimo potrosenu kolicinu u litrama za 
sirup od limuna sa x, a%a sirup od borovnice 
sa Tada je prema uvjetima zadatka 

8* + 4 y = 4000, 
i poslije poskupljenja je 

8 • (* + 100) + 4 • 1,25 = 5200. 

Rjesenje ovog sistema /ednadzbi je 
.v = 300, j = 400, 

a to su i cijene po 1 litri u dinarima za sirup 
od limuna odnosno od borovnice prije poskup- 
ljenja. 



Ovu vrijednost uvrstimo u izraz za anuitet pa je 
13,7848 • 0,3 



ai = 2 000 000 • 



12,7848 



= 646 931. 



Izracunajmo 

= 646931_ 

a 560145 3 X 

Trazeni postotak povecanja anuiteta je 15. 
b) Ne. 

674. Za proizvodnju nekog proizvoda potrebne 
su sirovine A, B, C, D u omjeru 50 : 7 : 1 1 : 1 5. 
Ako ukupna kolicina sirovine A i B u proizvodnji 
u nekom razdoblju iznosi 1 1 400 kg, izracunajte 
potrebne kolicine sirovina A, B, C, D za to 
razdoblje . 

Oznacimo potrebne kolicine sirovina A, B, 
C, D sa x , y , z , u. Tada je 

N 

x :y : 2 : u = 50 : 7 : 11 : 15 (1) 

x + y «= 11 400. (2) 

Iz x :y = 50 : 7 izlazi 

x = 50& \ y = Ik 
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5to uvrsteno u (2) daje 

50k + Ik = 11 400 
pa je k = 200. Odavde je 

x = 10000, y = 1400, z = 2200, 
u = 3000 

izrazeno u kg. 

675. Ako je 

f (x) — lx 2 — 6x + 4, 

nadite f (A) uz uvjet da je A kvadratna matrica 

A _ 3j 

-[!-Wg3+ 



ZANIMLJIVOSTl I RAZNO 



28 . savezno takmicenje iz 
matematike 

Od 24. do 26. aprila 1987. godine Drustvo 
matematicara, fizicara i astronoma SAP Vojvo- 
dine je u Titovom Vrbasu organizovalo 28. sa- 
vezno takmicenje ucenika srednjih skola iz ma- 
tematike. Ucenici, vode puta i clanovi Savezne 
komisije bili su smesteni u hotelu Backa. 

Na svecanom otvaranju takmicare je pozdra- 
vio prof. Zivojin Culum , a odmah zatim u 
prostorijama SUBNOR-a i osnovne skole P. P. 
Njegos odrzano je savezno takmicenje. Takmi- 
cari su zadatke resavali 4,5 sata. 

Posle rucka za takmicare je organizovana 
poseta ergeli »ZOBNATICA«, a komisija je pre- 
gledala njihove radove. Uvece su bili objavljeni 
nezvariicni rezultati, posle kojih je sledilo dru- 
garsko vece. Na hodnicima hotela cule su se 
gitare i pesma sve do ranog jutra, kad se na 
zasluzeni odmor vratila i savezna komisija. 
Trebalo je naime pregledati zalbe, sastaviti 
zvanicne rezultate i zbog izjednacerosti naj- 
boljih takmicara u III. i IV. razredu, izabrati 
jos i zadatke za kvalifikaciono takmicenje za 
olimpijsku ekipu Jugoslavije. 

Sledeci dan odrzana je takozvana mala olim- 
pijada, a posle toga proglaseni su rezultati i 
podeljene nagrade i pohvale: 



1. razred 

I. nagrada: Slepcevic Dejan , Apatin; Silovid 
Miroslav , Split 

II. nagrada nije dodeljena 

III. nagrada: Bozicevid Mir an, Zagreb; Babic 
Igor , Dundic Vanja , obadvoje Beograd; 
Zolt Gajdos , Novi Sad 

Pohvale: Baner Andrej , Ljubljana; Kalinic Na - 
tasa, Kladovo; Mirjanic Mir j ana, Beo- 
grad; Raid Martin, Ljubljana 

2. razred 

I. nagrada: Todorovid Rade , Pirot 

II. nagrada nije dodeljena 

III. nagrada: Bandid Zvonimir, Beograd; Poljak 
Ljiljana, Sinj 

Pohvale: Tuzinski Dalibor, Slavonska Pozega; 
Milosevic Dragan, Sabac; Erakovic Ivan , 
Beograd; Cimpric jfaka, Ljubljana 

3. razred 

I. nagrada nije dodeljena 

II. nagrada: Keselj Vlado, Sarajevo; Smiljanic 
Aleksandr a, Beograd 

III. nagrada: Stojkovic^ Dragan, Nis; Glisic 
Branko, Valjevo; Skretovski Risie, Skopje 
Pohvale: Jovancevic Aleksandar, Cacak; Crnja 
Zoran, Rijeka; Spasojevid Mirjana, Pristina 

4. razred 

I. nagrada nije dodeljena 

II. nagrada: Janicic Predrag, Pristina 

III. nagrada: Poljak JoSko, Sinj; Vasiljevic Ne- 
bojsa, V Iodic Jovan, Milenkovic Oliver a, 
svi Beograd 

Pohvale: Aglid Andreja, Split; Sajna Mateja, 
Nova Gorica. 

Ove godine je Jugoslavia prvi put ucestvo- 
vala pored olimpijade i na Balkanijadi. Tako je 
savezna komisija na temelju rezultata saveznog 
takmicenja i »male olimpijade« za put u Atinu 
i Havanu odredila sledece takmicare: 

Todorovid Rade 
Smiljanic Aleksandr a 
Keselj Vlado 
Milenkovic Olivera 
Vasiljevid Nebojsa 
Janicid Predrag. 

Zadaci: 

1. RAZRED 

1. Dokazati da za nenegativne brojeve a i b 
vazi nejednakost 

■j (a +' b) 1 + -i- (a + b) > a ]/~b + b \/~a. 
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2. Dat je trougao ABC sa tupim uglom kod 
temena A. Neka je a = BC 3 b = CA i h a3 
odnosno h b3 visine iz temena A, odnosno B. 
Dokazati da je 

a + h a > b + h b , 

3. Dat je prirodan broj n, Odrediti broj re- 
senja jednacine 

* 2 - t* 2 ] = (* - [*]) 2 , 

za koja je 1 <x<n. 

([*] je najveci ceo broj, koji nije veci od t) 

4. Svako teme kocke oznaceno je jednim od 
brojeva 1 ili — 1, a na svakoj strani zapisan je 
proizvod brojeva kojima su oznacena cetiri te- 
mena te strane. Da li zbir tako dobijenih 14 
brojeva moze biti jednakfa) 7, b) 0? 

2. RAZRED 

1. Dokazati da postoji beskonacno mnogo 
prostih brojeva p 3 takvih da jednacina 

x 2 + x + 1 = py 3 
/ 

po x i y 3 ima celobrojno resenje. 

2. Cetvorougao ABCD je upisaii u krug, M 
je tacka preseka normala povucenih na AB u 
tadki A i na CD u tacki £>, a N je tacka preseka 
normala povucenih na AB u tacki B i na CD 
u tacki C. Dokazati da se prave MN 3 AC i 
BD seku u jednoj tacki. 

3. Ako je u cetvorougao moguce upisati 
kruznicu, dokazati: 

a) Kruznice upisane u dva trougla, na koje 
jedna od dijagonala deli dati cetvorougao do- 
diruju jedna drugu; 

'b) tacke dodira tih kruznica sa stranama da- 
tog cetvorougla, su vrhovi tetivnog cetvorougla. 

4. Neka je P ( x ) polinom sedmog stepena sa 
celim koeficijentima, takav da za sedam razli- 
citih celih brojeva ima vrednosti u skupu 

{-hi}. 

Dokazati da se P (x) ne moze predstaviti u 
obliku proizvoda dva polinoma sa celim koe- r 
ficijentima, tako da nijedan od njih nije kon- 
stanta. 

3. i 4. RAZRED 

1. Neka su a l3 . f . 3 a n pozitivni realni brojevi 

takvi da je a n = 1. Dokazati da je 

(4 + a i)J(4 4- a 2 . ) ... (4 + a n ) > 5". 

2. Neka su a i m prirodni brojevi i x ceo 
broj, takav da m deli a 2 x — a. Dokazati da 
postoji ceo broj y 3 takav da m deli brojeve 
a 2 y — a i ay 2 — y. 



3. U prostoru je dato n tacaka takvih da bilo 
koje cetiri obrazuju nedegenerisani tetraedar 
volumena ne veceg od 1. Dokazati da postoji 
tetraedar volumena ne veceg od 27 koji sadrzi 
sve date tacke (u unutrasnjosti ili na stranama), 

4. Neka je X skup svih konacnih nizova ciji 
su clanovi brojevi O.i 1 if: X X funkcija 
definisana uslovom: za x e X 3 f(x) dobijamo 
tako sto u nizu x svaku jedinicu zamenimo sa 
01 a svaku nulu sa 10. Koliko se parova 00 
javlja u nizu ' 

fXU (/(!)))? 

n puta 

Zadaci na »maloj olimpijadu bili su: 

1. Neka je 

x 0 — a 3 Xx = b 
i 

%n + 1 — 2 x n 9x n ~i 3 n >• 1. 

Odrediti potrebne i dovoljne uslove na a i b 
pri kojima postoji clan datog niza koji je de- 
ljiv sa 7. 

2. Neka je 

± |/2 - ^ 

- V2 - V~2x + V 2 + ]/2 
Odrediti /(/(■■■(/ (jc)) . . .). 

1987 puta 

3. U prostoru su date prave a 3 bic tako da 
makoje dve nisu medusobno paralelne i da 
postoje ravni a, 0 i y 3 takve da vazi 

a c a, b c f} 3 c c y 3 

a J- ft £ JL y, y i_ a. 

Konstruiraj presek ravni a, ft y. (Konstrukcija 
U prostoru dozvoljava postavljanje proizvoljnih 
prava, ravni, sfera i translaciju za proizvoljan 
vektor.) 

Clan komisije 
Aleksandar Jurisic 

4. matematicka balkanijada 

Vec cetvrtu godinu za redom se odrzava na- 
tjecanje balkanskih zemalja u matematici na 
nivou srednje skole. U svijetu vec postoje re- 
gionalna takmicenja slicnog tipa, kao npr. 
Ibero-americko (Juzna Amerika i Spanjolska). 
Poljska i Austrija imaju tradicionalne medusob- 
ne susrete slicnog tipa ciji cilj je, kao i za prije 
spomenuta takmicenja, priprema ekipa za na- 
tjecanje na Olimpijadi. 

Ideju za odrzavanje matematicke balkanijade 
zacele su Grcka i Bugarska. Ove godine je 
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(po drugi put) natjecanje odrzano u Grckoj 3 
gdje je pored Bugarske, Rumunjske 3 Grcke i 
Cipra po prvi puta ucestvovala i Jugoslavia. 
Turska nije bila pozvana iz politickih razloga. 

Organizatori su nam priredili u toku boravka 
u Ateni (od 3. do 8. svibnja 1987) bogat kul- 
turno-umjetnicki program u kojem je bilo po- 
sjeceno nekoliko muzeja. Jedna srednja skola 
nam je priredila veoma lijep muzicki i dramski 
program. Bio je organiziran i jednodnevni izlet 
u kojem su razgledani neki od znacajnihpovijes- 
nih lokaliteta na Peloponezu. Ucenici su imali 
i define uvjete za medusobno upoznavanje, jer 
je smjestaj bio u Olimpijskom selu pored novog 
stadiona. 

Zadaci su bili nesto laksi nego prijasnjih go- 
dina. Rumunjska ekipa je bila apsolutno su- 
periorna osvojivsi sve moguce bodove 3 drugo 
mjesto je pripalo Bugarskoj, a zatim slijede 
Jugoslavia i Cipar. Spomenuo bih da je ru- 
munjsku ekipu vodio jedan od vrhunskih svjet- 
skih matematicara prof. O. Stanasila . 

Mislim da mozemo biti zadovoljni uspjehom 
nase ekipe. Rode Todorovic (2. . r. 3 Pirot) i 
Vlado Keselj (3. r. 3 Sarajevo) osvojiH su prvu 
nagradu, Nebojsa Vasiljevic (4. r. 3 Beograd) i 
Predrag Janicic (4. r., Pristina) drugu 3 te Olivera 
Milenkovic (4, r. 3 Beograd) i Aleksandra Smilja- 
nic (3. r. 3 Beograd) trecu nagradu. Istaknuti 
valja Radu Todorovica koji je rijesio sve za- 
datke. Ekipu su vodili asistenti Nenad Antonie 
(PMF 3 Zagreb) i Darko Zubrinic (ETF 3 Zagreb). 

Spomenuli bismo i to da je za Rumunjsku 
i Bugarsku ovo natjecanje samo jedna od ste- 
penica za formiranje najjace ekipe koja se oda- 
bire iz sireg kruga kandidata (oko 20) 3 te su 
se kasnije na Medunarodnoj olimpijadi pojavile 
u nesto drugaeijem sastavu. 

Slijedece (1988) godine ce. se Balkanijada 
odrzati na Cipru. 

Zadaci 

na ovoj 4. MBO (u Ateni) bili su 

1. Neka je a e Ri f: R -> R funkeija takva da 
vrijedi 

/(* + y) =/(*) • /(« - y) + 

+ f(y) • f(.a - X), yx,y e R 
/(O) = 1/2. 

Dokazi da je / konstanta. (Zadala Jugoslavia) 

2. Neka su ^ > 1 3 y > 1 takvi da su 

a — ]/x — 1 + Yy — 1 
b = ]/x -f 1 + Vy + 1 

neuzastopni cijeli brojevi. Dokazite da je b — 
= a + 2 i x — y — 5/4. (Rumunija) 



3. U trokutu ABC vrijedi 

sin 23 • cos 48 — = sin 23 ~ • cos 48 -~ 3 

kod cega su a i ft kutovi s vrhovina A s odnosno 
B. Izracunaj omjer ACjBC. (Cipar) 

4. Dvije kruznice k{ i k 2 sa sredistima 0 1> 
0 2 iradijusima 1 3 odnosno ]/l, sijeku se u 
dvije tocke A i B i Oi0 2 = 2. Neka je AC 
tetiva na k 2 . Nadi duljinu od AC, ako polo- 
viste od AC lezi na k ± . (Bugarska) 

Kao informaeiju (i poticaj za rjesavanje) o- 
bjavljujemo zadatke sa dosadasnjih balkanskih 
matematickih olimpijada : 

. 1. BMO (1984 3 Atena) 

1. Neka su a l 3 a 23 ...,a n pozitivni realm 
brojevi 3 ( n > 2) takvi da je a 1 + a 2 -f ... + 
+ a n ~ 1. Pokazi da je 

t 

1 0,2 + Ct.3 + * ■+ 0L n 

+ _ + ...+: 

1 + Cti- 4* Q!3 + * + Ofi 

+ 

1 4* ol i 4- a 2 4- • 4- ct n - ^ 2w — 1 

! 

(Grcka) 

2. Neka je /4!^ 2 Zl3Z!4 tetivni cetverokut i 
neka su H l3 H 2 > H 3 i H 4 sjecista visina troku- 
tova A 2 A 2 A ^ 3 A 2 A^A .\ 3 A 4 A 1 A 2 i AiA 2 A 2 
redom. Dokazi da su cetverokuti A 1 A 2 A 3 A 4r 
i HiHzHzH* kongruentni. 

(Rumunija) 

3. Pokazi da za svaki prirodan broj m postoji 
prirodan broj n, n> m, takav da se decimalni 
prikaz broja 5" dobije dodavanjem nekih zna- 
menaka slijeva decimalnom prikazu broja 5 m . 

(Bugarska) 

4. Nadi sva realna rjesenja sustava 

ax 4- by = (x — y) 2 
by 4- cz — (y — z) 2 
cz 4- ax — (z — x) 2 

kod cega su a 3 b 3 c tri fiksna pozitivna realna 
broja. (Rumunija) 

2. BMO (1985 3 Sofija) 

1. Neka je O srediste kruznice opisane tro- 
kutu ABCy D poloviste duzine AB i E teziste 
trokuta A CD. 

Dokazi da je CD _L OE o AB = AC. 

(Bugarska) 
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2. Neka su a, b 3 c, de (" — ~] brojevi 

, . .. .. / L 2 2J 

za koje vnjedi 

sin a sin b + sin c + sin d — 1 
i 

cos 2 a + cos 2b + cos 2c + cos 2d > — . 

3 

Dokazi da su a , b, c 3 d e jo, -~J . 

(Rumunija) 

3. Realne tocke oblika 19a + 85 b gdje su 
a, b e { 0, 1, 2, 3, ...} obojene su crveno, dok su 
sve druge cjelobrojne tocke obojene zeleno. Is- 
pitaj da li postoji A e R takav da je za svaki 
par (£, C)eZ x Z, kod cega su B i C si- 
metricni s obzirom na A, B obojeno razlicito 

C. (Grcka) 

4 . 1985 ljudi sudjeluje na nekom kongresu. 

U svakoj grupi od tri covjeka postoje bar 
dvojica koji govore isti jezik. Ako svaka osoba 
govori najvise pet jezika, pokazi da postoji bar 
200 ljudi na ovom kongresu koji govore isti 
jezik. (Rumunija) 

3. BMO (1986, Bukurest) 

1. Pravac prolazi kroz srediste / kruga upi- 
sanog trokutu ABC i sijece tom trokutu opisani 
krug u tockama F i G, te upisani krug u tocka- 
ma D i E 3 kod cega D lezi izrnedu I i F. 

Dokazi da je DF • EG ^ r 2 3 kod cega r 
oznacava radijus kruga upisanog trokutu ABC. 
Kada vrijedi jednakost? (Grcka) 

2. Neka je ABCD tetraedar i E, F s G 3 H 3 
K 3 L sest tocaka na bridovima AB 3 BC 3 CA 3 
DA 3 BD 3 DC redom. 

Dokazi da ako je AE • BE = BF • CF = 

= CG • y AG = DH • AH = DK • BK = DL • 

CL da tada tocke E 3 F, G 3 H 3 K 3 L leze na 
jednoj sferi. (Bugarska) 

3. Niz a i3 a 2 , a n3 ... definiran je s a x = 

= a, a 2 = b, a„ +1 = (a 2 + c)/a„_ x za n = 

— 2, 3,..., kod cega su a 3 b 3 c realm brojevi, • 
ab ^ 0, c > 0. 

Dokazi da su svi a n (n = 1,2,...) cijeli broje- 
vi ako i samo ako su brojevi a 3 b i (a 2 -f b 2 + 

+ c)/ab cijeli. (Bugarska) 

4 . Trokut ABC ima svojstvo da postoji tocka 
P u njegovoj ravnini takva da trokuti PAB 3 
PBC 3 PC A imaju isti opseg i istu povrsinu. 
Dokazi da 

a) ako je P u nutrini trokuta ABC 3 tada je 
ABC jednakostranican 

b) ako P nije u nutrini trokuta ABC , tada 

je ABC pravokutan. (Rumunija) 

Darko Zubrinic 
Ur os Milutinovic 



28 . medunarodna 
matematicka olimpijada 

Ove je godine (od 5. do 16. VII. 1987) odr- 
zana u Havani na Kubi Medunarodna mate- 
maticka olimpijada, koja je postavila mnoge 
rekorde i koja je po mnogo cemu bila jedin- 
stvena. Po prvi puta odrzana je u Latinskoj 
Americi, po drugi puta izvan Evrope — do 
sada je jedini izuzetak bila Olimpijada u Vasing- 
tonu 1981. godine. Sudjelovao je najveci broj 
zemalja i najveci broj takmicara, sto dokazuje 
da je matematicki olimpijski pokret u stalnom 
usponu. Izuzetna je bila i po toplini klime i 
toplini ljudi — domacini su ulozili ogromne 
napore, mnogo volje, rada i sredstava i uspjeli 
sve organizirati besprijekorno. 




Za nas je ova Olimpijada izuzetna i po tome 
sto se ponovo, nakon nekoliko susnih godina, 
mozemo pohvaliti drugom nagradom. Osim 
toga nasa ekipa je osvojila i tri trece nagrasde, a 
i nagradeni takmicari bili su vrlo blizu osvaja- 
nja nagrade, tako da je cijela ekipa osvojila 
cak (za nase uvjete dobra) 132 boda. 

Na Olimpijadi je sudjelovalo 237 takmicara 
iz 42 zemlje. Kao sto se zadnjih godina ustalilo, 
ekipe su imale po 6 takmicara, osim ekipa 
Italije, Islanda, Luksemburga, Meksika, Poljsko 
i Urugvaja, koje su iz raznih razloga nastupile 
nepotpune. Po prvi puta su nastupile ekipe 
Irana, Meksika, Nikaragve, Paname, Perua i 
Urugvaja (za ekipu Irana mozemo smatrati da 
je nastupila prvi puta, jer je jednoclanu iransku 
ekipu na Olimpijadi u Finskoj 1985. godine 
uputila Francuska!). 

Vecina tih zemalja su bez iskustva u odr- 
zavanju matematickih natjecanja — otuda i nji- 
hov slab uspjeh — i upravo njihovo ukljuciva- 
nje u olimpijski pokret posluzit ce kao snazan 
podstrek takmicenjima i razvoju matematike 
uopce u tim zemljama (kao sto se je ranije 
dogodilo sa npr. arapskim zemljama). Od ra- 
nirjih sudionika ove godine ekipe nisu uputili 
Izrael i Tunis. 
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Clanovi nase ekipe bili su: 

Predrag Janicic (4. raz., Pristina) 

Vlado Keselj (3. raz., Sarajevo) 

Oliver a Milenkovic (4. raz., Beograd) 
Aleksandra Smiljanic (3. raz., Beograd) 
Rade T odorovid (2. raz., Pirot) 

Nebojsa Vasiljevic (4. raz., Beograd), 



Ispostavilo se da su mnogima zadaci prelagani 
— cak 22 takmicara dobilo je maksimalan broj 
bodova, zbog cega se ove godine prva nagrada 
dobivala samo za osvoiena 42 boda. I granice 
za drugu i trecu nagradu bile su vise nego 
ranijih godina: za trecu od 18 do 31 bod, ,za 
drugu od 32 do 41 bod. Osim toga, neke ekipe 
(Rumunjska, SR Njemacka) su cijele izgubile 
tek po koji bod! S druge strane, mnoge ekipe 




Sjede, slijeva: Zubrinid, Milenkovic, Vanljevid , Milutinovid, TodoroviJ; dude, slijeva: JaniZid, Smiljanid, Kelelj . 



(Snimljeno u Pragu, na povratku) 



a rukovodioci mr . Ur os Milutinovic (asistent 
Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Za- 
grebu) i dr. Darko Zubrinic (asistent Elektro- 
tehnrckog fakulteta u Zagrebu). Neposredno 
prije Olimpijade Drustvo matematicara i fizi- 
cara SRH organiziralo je jednotjedne pripreme 
u Pionirskom gradu u Zagrebu.- 

Zbog v.isine troskova puta i priprema dobro 
je dosla ove godine uspostavljena suradnja 
Drustva sa »>Rade Koncarom« iz Zagreba. 

Ove godine je i put na mjesto natjecanja bio 
zanimljiv — i 'na odlasku i na povratku ekipa 
je provela po jedan dan u Pragu. 

Boravak na Kubi je, naravno, takoder bio 
izuzetno zanimljiv, jer su se domacini trudili 
da nas sto bolje upoznaju sa svojom zemljom 
bujne prirode i srdacnih i osebujnih ljudi. Ne 
treba ni spominjati da su i gosti dali sve od 
sebe da iskoriste priliku, upoznaju zemlju i 
sklope prijateljstva. Od brojnih izleta izdvojio 
bih posjete muzeju B. Hemingwaya, botanic- 
kom vrtu i parku Lenjin, kupanje na 9 km 
dugim pjescanim plazama Santa Maria del Mar 
i Hermosa, put do vidikovca Escalefas de Ja- 
ruco, (sve u okolici Havane), te cjelodnevni 
izlet do plaze Giron u Zaljevu svinja. 

Samo takmicenje odrzano je 10. i 11. VII. 
Svaki dan takmicari su 4,5 sata rjesavali po 3 
zadatka, svaki od kojih je vrijedio 7 bodova. 



su imale teskoca s tim da uopce dobiju ijednu 
nagradu, a neke i s tim da uopce dobiju koji 
bod, tako da ce izbor zadataka na Olimpijadi 
vjerojatno ubuduce predstavljati sve veci pro- 
blem. 

I ove je godine miljenik sudionika Olimpijade 
bio Australijanac Terence Tao } koji je odustao 
od upisa u fakultet da bi mogao jos jednom 
nastupiti na Olimpijadi. Ove godine bio : ;os 

uspjesniji nego lani, osvojio je 40 bodova i, na 
zalost, samo drugu nagradu. Odustajanje od 
studija nece mu tesko pasti jer ima samo 12 
godina, a predavanja na fakultetu ionako posje- 
cuje, neobavezno. 

Navedimo rang listu (nesluzbenu; jer se sluz- 
beno racuna samo pojedinacni uspjeh takmi- 
cara) : 

RANG LISTA 

nagrade broj 
bodova 

I II III 



1 . 


Rumunjska 


5 


1 — 


250 


2. 


SR Njemacka 


4 


2 — 


248 


3. 


SSSR 


3 


3 — 


235 


3. 


DR Njemacka 


2 


3 1 


231 


5. 


SAD 


2 


3 1 


220 


6. 


Madarska 


— 


5 1 


218 
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7. Bugarska 


1 


3 2 


210 


8. Kina 


2 


2 2 


200 


9. Cehoslovacka 


— 


4 2 


192 


10. Velika Britanija 


1 


2 2 


182 


11. Vijetnam 


— 


1 5 


172 


12. Francuska 


— 


3 2 


154 


13. Austrija 


— 


2 3 


150 


14. Nizozemska 


— 


1 4 


146 


15. Australija 


— 


3 — 


143 


16. Kanada 


1 


1 1 


139 


17. Svedska 


— 


2 2 


134 


18. Jugoslavia 


— 


1 3 


132 


19. Brazil 


1 


— 2 


116 


20. Graka 


— 


— 4 


111 


21. Turska 





— 2 


94 


22. Spanjolska 


— 


— 3 


91 


23. Maroko 


— 


— 3 


88 


24. Kuba 


— 


— ' 2 


83 


25. Belgija / * 


— 


— 1 


.74 


26. Iran 


— 


1 1 


70 


27. Nprveska 


— 


— 


69 


28. Finska 


— 


— 2 


69 


29. Kolumbija 


— 


— 1 


68 


30. Mongolija 


— 


— 


67 


31. Pol j ska (3) 


— 


— 2 


55 


32. Island (4) 


— 


— 


45 


33. Cipar 


— 


— 


42 


34. Peru 


— 


— 


41 


35. Italija (4) 


— 


— 1 


35 


36. Alzir 


— 


— 


29 


37. KUvajt 


' — 





28 


38. Luksemburg (1) 


— 


— 1 


27 


39. Urugvaj (4) 


— 


— 


27 


40. Meksiko (5) 


— 


— 


17 


41. Nikaragva 


— 


— 


13 


42. Panama 


— 





7 



Napomena: Permutacija skupa S„ je bijekcija 
sa skupa S n na samog sebe, Kazemo da je j 
fiksna tocka permutacije / ako je f(j) = j. 

2. Kroz vrh A ostrokutnog trokuta ABC 
povucena je simetrala kuta, koja sijece stranicu 
BC u tocki L, a kruznicu opisanu trokutu ABC 
u tockama A i N. Iz L su na AB (odnosno 
AC) spustene okomice LK (odnosno LM) (kod 
cega je K e AB , M e AC). Dokazi da je povr- 
sina cetverokuta AKNM jednaka povrsini tro- 
kuta ABC. 

3. Neka su x l3 x 2 > x n realm brojevi za 
koje je xj + x\ + ... 4- x 2 = 1. Dokazi da za 
svaki prirodan broj k > 2 postoje cijeli brojevi 

koji nisu svi jednaki 0 takvi da 

vrijedi 

\a t \ < k — 1 za * = 
i 

. (* - 1 ) Vn 



\ a i x i + a 2 x 2 + ... + a n x n \ < 



k n - 1 



(JJ zagradama uz imena zemalja naveden je 
broj clanova ekipe, ukoliko su one bile ne- 
potpune.) 

Kada govorimo o pojedinacnom uspjehu, na- 
vedimo rezultate nasih takmicara: R. Todorovic 
osvojio je drugu nagradu, a V. Keselj, A. Smilja- 
nic i N. Vasiljevic trece nagrade. Po zadacima: 
nasa ekipa luspjela je dobiti 35 bodova za drugi 
zadatak, 30 za prvi, 29 za peti, 21 za cetvrti 3 
16 za treci i samo 1 bod za sesti zadatak 3 koji 
se iskazao\kao pravi tvrdi orah i bio najtezi i 
drugim takmicarima. Ukupno su svi takmicari 
na prvom zadatku osvojili 821 poen 3 drugom 
1115 poena 3 na trecem 505, na cetvrtom 841, 
na petom 1006 i na sestom 427 poena. 

Slijedeca, 29. medunarodna matematicka 
olimpijada odrzat ce se 1988. godine u Canberi 
(Australia) u sklopu proslave 200. godisnjice 
doseljavanja Evropljana u Australiju. 

Zadaci , 

1. Neka je S„ = {1,2, ..., n). Oznacimo^sa 
p tt (k) broj permutacija skupa S n koje imaju 
to£no k fiksnih tocaka (k > 0, n > 1). Dokazi 
da je 

2 kp n (k) = nl 



4. Dokazi da ne postoji funkcija/: N 0 -> N 0 
za koju je /(/(») = n + 1987 za svaki n e 
eN 0 • (No = {0,1,2, 3,...}). 

5. Dokazi da za svaki prirodan broj n > 3 
u ravnini postoji n tocaka takvih da je 

a) udaljenost izmedu bilo koje dvije tocke 
iracionalna, i 

b) svake tri tocke odreduju nedegenerirani tro- 
kut (tj. nekolinearne su) i taj trokut ima racio- 
nalnu povrsinu. 

6. Dan je prirodan broj n 3 n> 2. Dokazi 
da ako je broj k 2 + k + n prost za svaki cijeli 



broj k koji zadovoljava 0 < k < 



/f. 



dajetada 



k 2 + k + n prost za svaki cijeli broj k takav 
da je 0 < k < n — 2. 

Ur os Milutinovic 



Ljetna skola mladih matematicara 
SR Bosne i Hercegovine 

Treca ljetna skola mladih matematicara, uce- 
nika srednjeg usmjerenog obrazovanja i vaspi- 
tanja SR BiH odrzana je i ove godine u Trebinju 
od 3. 08. do 8. 08. 1987. godine. Skolu je 
organizovalo Drustvo matematicara, fizicara i 
astronoma SR BiH. Podruznica DMFA iz 
Trebinja i RO Skolski centar iz Trebinja. Uce- 
nici su svakog dana slusali po pet casova pre- 
davanja, a nakon predavanja su dobijali po 
5 — 6 zadataka (problema) za rjesavanje. Ti za- 
daci su rjesavani u poslijepodnevnim satima, a 
navece se vodila diskusija o rjesenjima. Evo 
nekih od tih zadataka koji ce mozda biti i od 
koristi citaocima Matematicko-fizickog lista: 
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1. Dokazati nejednakost 

A’ B C , . A 

cos Y -f cos y" + cos Y > 1 + sin — -f 

, . b , ; c 

+ sin y + sin y> 

gdje su ^4, £, C uglovi trougla. 

2. Dokazati nejednakost 

P§ + 5 pi > 6p l p 2 p 3 , 

gdje su 

' 4 * x 2 + * 3 

Pi = 3 > 

— XlX2 + XzX 3 + * 3*1 



£3 — *1*2*33 (*13 *23 X 3 e R + ). 

Vazi jednakost ako i samo ako je 
*1 = *2 = x 3 . 

3. Naci sve parove ( m, ri) cijelih brojeva 
takvih da je 

1 < m < n, m 1 = — 1 (mod ri), 
n 2 = — 1 (mod m). 

4. U trouglu ABC tacka Q je na pravcu 
BA, tacka R je na pravcu CB i BQ = CR — 
= AC. Pravac kroz R paralelan AC sijece CQ 
u tacki T, a pravac kroz T paralelan sa BC 
sijece AC u tacki Pokazi da je 

(AC) 3 = AQ • BC • CS . 

Naravno, u poslijepodnevnim i vecernjim sa- 
tima bilo je dosta vremena za odmor, kupanje 
u gradskom bazenu 3 odlazak na izlete u Du- 
brovmk (udaljen je od Trebinja samo 25 km) i 
medusobno druzenje i pjesmu. Ucesnici su bili 
smjesteni u hotelu »Leotar«j a nastava se i ovaj 
put izvodila u lijepoj maloj sali RO »Hidro- 
elektrane na Trebisnjici<^ koja se nalazi u ne- 
posrednoj blizini hotela. Skolu je kao gost po- 
sjetio matematicar iz Vrsca 3 prof. Zdravko Stare 
— veliki zaljubljenik u matematiku i entuzijast. 
Rukovodilac skole je bio mr Sqfket Arslanagic , 
profesor iz Trebinja, a njegov pomocnik Me- 
sud Secic, profesor iz Bugojna. Svakako, naj- 
popularnija osoba tih dana rada Skole je b^io 
ucenik Vlado Kelelj, ucenik III razreda mate- 
maticko-fizicko-racunarske struke u Gimnaziji 
»Ognjen Prica« u Sarajevu. Naime, Vlado je 
ovog ljeta bio clan nase ekipe na 28. medu- 
narodnoj matematickoj olimpijadi koja je odr- 
zana u Havani. Osvojio je III nagradu sto je 
stvarno izuzetan uspjeh. Recimo i to da je on 
kao clan nase ekipe osvojio I nagradu i na 
Balkanijadi koja je odrzana ove godine u Ateni. 
Jos jednom cestitamo Vladi. 



Predavaci su bili dr Mustafa Kulenovic i dr 
Jusuf Alajbegovic sa Prirodno-matematickog fa- 
kulteta iz Sarajeva, mr Sefket Arslanagic i mr 
Radosav Milosevic — profesori iz Trebinja, 
Dragoljub Milosevic iz Pranjana i Mesud Secic 
iz Bugojna. I Vlado Keldj pojavio se u ulozi 
predavaca. 

Program je bio slijedeci: 

Mustafa Kulenovic : 

Rekurzivne relacije — Linearne i nelinearne 
diferenene jednacine (9 casova), 

Jusuf Alajbegovic: 

Uvod u nekomutativnu algebru. Hiperkom- 
pleksni brojevi (9 casova). 

Sefket Arslanagic: 

Primjena kompleksnih Brojeva u trigonome- 
triji (2 casa), 

Tezi konstruktivni zadaci o trouglu (2 casa). 

Dragoljub Milosevic: 

Gevina teorema i njena primjena (2 casa), 

Ptolemejeva teorema i njena primjena (2 casa). 

Mesud Secic: 

Funkcionalne jednacine i grupe (2 casa). 

Radoslav Milosevic.: 

Neke matematicke zanimljivosti (2 casa). 

, Vlado Keselj: 

Prezentacija zadataka i nekih rjesenja sa 28. 
medunarodne matematicke olimpijade u Hava- 
ni (2 casa). 

Dakle, ukupno je, bilo J predavaca, a obra- 
deno je 9 tema. U radu Skole je ucestvovalo 
29 ucenika, a medu njima i ovi nagradivani i 
pohvaljivani ucenici sa raznih republickih i sa- 
veznih takmicenja: Vlado Keselj (3), Sarajevo; 
Aleksandar Jocic (3) Foca; Dejan Basic (3) Tre- 
binje; Davidovic Darko (3) Sarajevo; Cigic Eli - 
zabeta (1), Vlasenica; Cerimagic Fehim (1), 
Foca. 

Prava je steta sto nisu dosli neki ucenici 
— dobri matematicari iz Tuzle i Banja Luke. 
Njihovi profesori i direktori trebali bi pokazati 
vise brige i interesa. Opsti je zakljucak svih 
koji su se nasli u Trebinju da je Skola u pot- 
punosti uspjela i da je od ogromne koristi za 
ucenike i njihovo dalje matematicko obrazova- 
nje. Nadlezni u SR BiH (SSO, SSRN, Aka- 
demija nauka i umjetnosti i ostali) bi po opstem 
misljenju trebali i morali pomoci ovu Skolu i 
time doprinijeti da se ona podigne na jos veci 
nivo — kvantitativno (broj ucesnika i preda- 
vaca) i naravno kvalitativno. 

mr Sefket Arslanagic 

Mladenov peti clan niza 

Profesor je napisao na plocu : 

1, 16, 81, 256, ... 
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i zatrazio od ucenika da pripisu peti clan niza. 
Citav razred je napisao 625, osim Mladena koji 
je napisao 601. 

Mladen je odlican matematicar. Da li se'ovaj 
put zabunio? 

Nije se zabunio! Evo zasto. Svi u fazredu, 
osim Mladena, rasudivali su ovako: a v = 1 = 
= l 4 , a 2 — 16 = 2 4 , a 3 = 81 = 3 4 , a 4 = 
= 256 - 4 4 , dakle je opci clan a n = w 4 , a peti 
clan je a 5 — 5 4 = 625. Mladen je za opci clan 
uzeo ' 

a n = 10 n 3 — 35 n 2 4* 50 n — 24. 

Uvrstavanje daje: 

fli = 10 - 35 + 50 - 24 = 1, 
a 2 = 10 • 8 - 35 • 4 + 50 • 2 - 24 - 
= 80 - 140 + 100 - 24 = 16, 
a 3 = 10 • 27 - 35 • 9 + 50 • 3 - 
- 24 = 270 - 315 + 150 - 24 - 
= 81, 

% 

= 10 • 64 — 35 • 16 4- 50 4 — 24 — 

= 640 - 560 4- 200 - 24 = 256, 

sto se slaze s profesorovim zapisom na ploci. 
Da vidimo sto je Mladen dalje dobio: 

a 5 = 10 • 5 3 - 35 • 5 2 4- 50 • 5 - 

- 24 = 10 -125 - 35 • 25 4- 

4- 50 • 5 - 24 = 1250 - 875 4- 

4- 250 - 24 - 601. 



Mozda ce netko Mladena smatrati za »bijelu 
vranu« razreda. (Na nekom kvizu odgovor mu 
ne bi bio priznat!) Ipak: Strogo uzevsi, golo 
puko davanje nekoliko prvih dlanova niza ne 
definira jednoznacno taj niz, odnosno njegov 
opci clan. U stvari postoji bezbroj mogucnosti 
za daljnje clanove (ovdje za peti, ... clan). 
Druga je stvar, sto se moze smatrati da je 
vecina u razredu postupala »prirodnije«. 

Evo jos jedan primjer. Koji je sesti clan niza 

_2 ± A A > 

2’ 5 3 10’ 17’ 26 3 



»Prirodno« je odgovoriti: a 6 = — ^poformuli 

o-n — Medutim, opci clan ihoze gla- 

siti i 

31k — 7 

a n = ~^440~ ' & ~ P (» “ 2 ) («— — 4) • 



(n — 5) 4- n 7 ^. \ ( k proizvoljna konstanta)!! 

n ~r 1 

Za n— 1,2, 3, 4, 5 dobivaju se gornji brojevi,. 
a za n — 6 izlazi a 6 = k. \ 

M. K. 

Nekoliko zanimljivih matematickih 
zadataka 

149 . Pri deljenju broja 2-3 = 6 brojem 4 
dobija se kao ostatak 2, pri deljenju broja 3 • 

• 4 = 12 brojem 5 dobija se opet ostatak 2. 
Da li ce uvek ostatak deljenja proizvoda dva 
uzastopna prirodna broja brojem koji im sle- 
duje biti 2? 

150 . Na poluprecnicima cetvrtine kruga kon- 
struisani su polukrugovi. Sta je vece: osenceni 



C 




zajednicni deo ovih polukrugova, ili ona druga 
osencena figura ? 

151 . Tri muza (Ivan, Petar i Aleksandar) i 
tri zene (Marija, Katarina i Ana) izvrsili su 
razlicite kupovine na sledeci nacin: svaka od 
ovih osoba platila je za svaki kupljeni predmet 
onoliko rubalja koliko je predmeta kupila. Sem 
toga se zna da je svaki muz isplatio po 48 
rubalja vise nego njegova 2ena, da je Ivan 
kupio 9 predmeta vise negp Katarina, a da je 
Petar kupio 7 predmeta vise nego Marija. Od- 
redite ciji je muz Ivan, ciji Petar a ciji Alek- 
sandar i koliko je ko predmeta kupio. 

152 . Kako se moze od dva kvadrata, pred- 
stavljena na slici, dobiti jedan kvadrat, a da 
se svaki od njih prethodno presece samo na 




dva dela, s tim da se ne presece ni jedno njihovo 
polje? 
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Rehnja iz proslog broja (1/152) 

145. Ti brojevi su i — 1. 

146. Povrsina figure ogranicene lucima AB } 
BC i CA, iznosi Px ^ 0,705r 2 , a povrsina 




cetvrtine kruga je P 2 ^ 0,785 r 2 . Prema tome 
je P t < P 2 . 

147. Neka je sestocifreni broj A, a njegova 

prva cifra neka je a. Ako mu se oduzme prva 
cifra, dobijeni broj je A — 100 000a. Broj koji 
se zatim dobije bice 10 (A — 100000a) -fa ili 
10 A - 999999 a. Ali 999999 = 7 11 • 13 • 

• 37 • 27. Prema tome, ako je A deljivo s bilo 
kojim od navedenih cinilaca, njime ce biti deljiv 
i novi broj. 

148. Treba konstruirati- duzi BF i EG J_ BF 
pa datu figuru rased po izlomljenoj liniji 
BGE. U tom slucaju figura BCD EG sastojace 
se od trougla BGE i polo vine kruznog odsecka 



E 




CDE , a figura ABGEF od trougla A BAF ^ 
^ A BGE i polovine kruznog odsecka GEF> 
podudarnog polovini kruznog odsecka CDE. 

P. D. 

Da li znate? 

4. Kako se zvala prva zena poznati mate- 
maticar, kad je zivela i kako je zavrsila svoj 
.zivot? 

5. Po cemu je poznat skotski matematicar 
Robert Simson (1687 — 1768), a po cemu en- 
gleski matematicar Tomas Simpson (1710 — 
—1761)? 



6. Sta su transcendentni brojevi? 

Odgovori 

4. Prva zena o kojoj se zna da se bavila 
matematikom bila je Hipatija (370 — 415), kd 
Teona aleksandrijskog. Potpomognuta od oca, 
ona se rano upoznala sa delima Euklida, Apo- 
lonija i Ptolemeja i predavala je matematiku 
na Muzeumu, tadasnjoj najvisoj skoli u Alek- 
sandriji. 

Kraj joj je bio tragican. Aleksandrija je tada 
pripadala Vizantiji, u kojoj je jos 313. godine 
hriscanstvo bilo proglaseno za drzavnu veru. 
Ali Hipatija, kao i citav krug tadasnjih grckih 
naucnika, nije htela da prihvati hriscansku veru. 
I, jednoga dana, kada je posla u Muzeum, 
nju je napala fanatizovana gomila hriscana, 
kamenovala je, rastfgla na komade i spalila 
na lomad. 

5. Matematicar Robert Simson poznat je po 
tzv. »Simsonovoj pravoj«. Dokazao je da pod- 
nozja normala, spustenih na stranice datog tro- 
ugla iz proizvoljne tacke kruznice, opisane oko 
tog trougla, leze na istoj pravoj. Taj je stav, 
medutim, vec pre njega utvrdio matematicar 
Valis. [Vidi clanak D. Zivanovica u MFL 3/146.] 

Matematicar Tomas Simpson najvise je poz- 
nat po tzv. »Simpsonovoj formuli« } koja se odnosi 
na tacno ili priblizno izracunavanje zap remine 
tela ogranicenog s dve paralelne osnove, a koja 
glasi 

^ = -jr ( Qd + 4 Q s + Q g ) 

gde h predstavlja odstojanje dvaju osnova, a 
Qd, Qs i Q g predstavljaju povrsinu donje osno- 
ve, povrsinu srednjeg preseka i povrsinu gornje 
osnove. Obrazac je bio poznat i pre nego sto 
ga je Simpson samostalno otkrio. [Vidi clanak 
M. Sevdica u MFL, IX. god., str. '73 i 110.] 

6. Transcend en tan broj je onaj broj koji ne 
moze biti koren algebarske jednadne s celim 
koeficijentima. Takav broj je, npr. n. Trans- 
cendentnost broja n dokazao je tek 1882. god. 
nemacki matematicar F.Lindeman i time konac- 
no razresio pitanje mogucnosti konstrukcije 
(sestarom i lenjirom) kvadrata koji ima povrsinu 
jednaku povrsini datog kruga (tj. pitanje »kvad- 
rature kruga«). Naime, iz okolnosti da n ne 
moze biti koren nijedne algebarske jednadne s 
celim koeficijentima neposredno se izvodi da 
je pomenuta konstrukcija nemoguca. 

v P. D. — M. K. 

XXX HaTnpesap no MaTeMaTHKa 
bo MaiceaoHHja 

HampeBapoT no MaTeMaTHKa 3a yueHHijHTe 
oa cpeflHHTe yuHjmmTa bo CP MaKeflOHHja 
ce OAp>Ka Ha 28. 03. 1987 roAHHa BonpocTopH- 
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Te na ytuumurreTor »rypo Cajiaj« bo BnTojia. 
Ha HampeBapoT ynecTByBaa 121 yHeHHK: 
42 Ofl I KJiac, 24 — II KJiac, 39 — III K Jiac u 
16 oa IV KJiac. 

Harpa^eim 6ea 10, a no^ajieHH 19 yuemum: 

I HarpaAa 

He oeme ao,n;ejieHa 

II Harpa^a 

1. IJejuunoe 3 op an , II KJiac., »PaAe JoBueB- 
CKH-KopnaniH«, Cnonje 

2. UlKpeKoecKu Pucme 3 III KJiac, »Jocnn 
Bpo3-Tmp«, KaBa^apBH 

III Harpa^a 

1. AiamKpecKa Kamepima, I KJiac, »JaHe 

CaHAancKH«, CTpyMHi^a 

2. HaueecKu AjieKcaudap , I KJiac, »PaAe Jo- 
BtieBCi<H-KoptiarnH«, Ci<onje 

3. rpaMammoe Hzop, I KJiac, »Pa«e Job- 
t ieBci<H-KopqariiH«, CKonje 

4. TpajKoeuK BnaduMup, II KJiac, »Jociin 
Bpo3-Thto«, KaB a/japijH 

5. Hajdoe Jbynno , IV KJiac, »Kojie He^eji- 
kobckii«, Thtob Bejiec 

6. Amauac oePucme , III KJiac, »JocHn Bpo 3 - 
-Thto«, KaBa^apBH 

7. JocucfjoecKu JhmdoMup , IV KJiac, »Pa^e 
JoBtieBCKH-KopxiarHH«, CKOnje 

8. HjiueecKa Adpujaua, IV KJiac, »roije JJeji- 
neB«, KyMaHOBo 

noqbaJienH 

I KJiac: JamMoecKu Poi^e — OxpHtf, Mum- 

peecKa Peuama — EHTOJia, PadeecKu 
Rpazan — Ci<onje, Cnupoe Kpucmu- 
jan — CKonje 

II KJiac : TlempoecKu Mu/iau — CKonje, Huiuee 

Rpaeau — KyMaHOBo, ra/ieecKu Map- 
jaH — EnTOJia, reopzueecKa Ceemnd- 
Hd — KpHBa IlajiaHKa 

III KJiac: TpmocKu Tlepuiid — Tctobo, Hem- 

KoeuK BndduMup — CKonje, Aua- 
cmdcoe ropdu — CKonje, Pddeecxu 
Heutid — KyMaHOBo, Tyydpoecxu 
Cmojamo — CKonje, JocuffioecKu 
Bdvbd — CKonje 

IV KJiac : TodopoecKu JLynno — Eirrojia, Mdu- 

nee Mdpjdu — KaBa^apim, Bumum- 
ed Cotfue — CrpyMnna, y Tomobcku 
Mueopdd — TeTOBO 



3a^a?H 

JIoKa>Kn .zjeKa npH KaKOB n «a e H36op 
Ha 3naBHTe »-j-« n » — « noMery OpoeBHTe 

,1 1 ± 1 1 

5 2 * 3 3 lo 5 TP 12 

v 

AoSneHaTa cyMa Ke 6nAe pasjnnma oa Hyjia. 



1-2. Bo paMHHHaTa ce asa^hh Tpn eAHaKBH 
no AOJUKima OTceuKH OA, OB vl OC npn uito 
T onKaTa B jie>KH bo BHaTpeniHocTa Ha noMaji- 
hot aroji AOC. Tne ce AHjaMeTpH Ha Tpn Kpy>K- 
Hnim koh ocBeH bo TonnaTa O, ce cenaT n bo 
T onKHTe A B ± n C t . J^oKanui AeKa njioinxn- 
HaTa Ha kphbojihhhckhot tphtojihhk A iB 1 C 1 
e nojioBHHa oa njioniTHHaTa Ha TpnarojiHHKOT 
ABC . 

1-3. JXa ce onpeAejin HajrojieMnoT npnpoAeH 
opoj noMaji oa OpojoT 

K & + y<$ + ... + ft + 

1987 KopeHH 



3 

■t 



6 -f |^6 + ... -I- Y 6 

1987 KopeHH 

3 __ 

3Haejini AeKa )/ 6 > 1,6. 

I - 4 . JlaAen e pom6 ABCD. IIpecenHaTa toh- 
Ka Ha CHMeTpajiHTe Ha arjiHTe <^: BAG h 
< BDC jiokh Ha eAHa HeroBa cTpaHa. JXsl ce 
OApeAaT arjiHTe Ha pom6ot. 

II- l. JIaAeH e Tpane3 ABCD co ochobh AB 
H CD. J^HjaroHajiHTe Ha Tpane 30 T ce cenaT bo 
TonnaTa T. Ako P t n P 2 ce njioniTHHHTe Ha 
TpnaroJiHHAHTe ABT n CDT cooABeTHO, a P 
e njioniTHHaTa Ha Tpane30T as ce AOKance ACKa 

p = (/?T + /p 7 ) 2 . ' 

II-2. JXa ce AOKan<e Aena ano 

x ,y z 

+ ~r ~ — + = 0 



Torarn h 



. y z 

x ^ (Z - *) 2 (x-y)* ~ °* 

II-3. He nocTOH nojnmoM P(x) co u;ejio- 
SpOjHH KOe(J)HIIHeHTH TaKOB UITO P (7) =11 
H P (11) = 13. ^OKaJKH! 

H-4. JJ^aAeH e KBaApaT ABCD h Tonna P 
i B0 BHaTpeniHocTa Ha KBaApaTTo Tana uito 

AP :~BP :~CP =1:2:3 
Ra ce npecMeTa arojioT <j: APB l 



III-l. ^a ce HajAe oahocot k = —, K aAe 

M e njioniTHHaTa Ha o 6 BHBKaTa Ha Ktaiyc, a B 
e njioniTHHaTa Ha HeroBHOT 6 a 3 nc^ aKo ce 3 Hae 
AeKa BOJiyMeHOT Ha KOHycoT e ABa nam no- 
rojieM oa BOJiyMeHOT Ha BinmiaHaTa Tom<a bo 
H ero. 
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III-2. Jta ce Aona>Ke flei<a He nocTon nojm- 
HOM P (, X ) CO HejIo6pojHH KOe(J)HHHeHTH TaKOB 
hito P (a) = b, P (b) = c, P (c) — a 3 na^e 
a 3 b n c ce Tpn pa3jmuHH ijejin 6poeBH. 

III-3. Hena P e MHO>KecTBOTO peajmH 6po- 
eBH 3 f: R (JjyHKijHja 3a Koja ce ncnoji- 

HeTH cjie^HHBe Aea ycjiobh: 

а) 3a 6hjio koh 2 peajiHH 6poja x n y 

/(.x+y) = /(*) • f(y ) 

б) IToctoh e^HHCTBeH peajieH 6poj x 0 TaKOB 
iirto 

fix 0 ) =. 1987 

Jla ce Aona>Ke: ano 3a Asa peajiHH bpoeBti 
x h y sa>KH f (x) — fiy) Torarn Mopa x = y 
(t. e. (JjyHKijHjaTa / e hh j eKTHBHa) . 

III- 4. H a ce # 0 Ka>Ke fleHa cenoe mhokcctbo 
oa rnecT pa3JiHHHH cahohhcJjp eHH bpoeBH co- 
AP>kh 2 noAMHO>KecTBa 6e3 3aeAHHm<H ejie- 
MCHTH, TaKBH ihto 36npoT Ha ejieMeHTHTe Ha 
npBOTO noAMHo>KecTBO e eAHaKOB co 36 hpot 
na ejieMeHTHTe oa btopoto noAMHo>KecTBO. 

I V“ 1 •/ Jla ce AOKa>Ke AeKa 3a cenoj npnpo- 
A e H 6poj n 3 n > 6, KBaApaT Mo>Ke Aa ce pa3- 
Aejni Ha n noMajiH KBaApara (Tana hito rniom- 
THHaTa Ha KBaApaTOT e 36np oa njioniTHHHTe 
Ha noMajiHTe KBaApara), ho He Mo>Ke Aa ce 
pa3AejiH Ha 5 HnoMajiH KBaApara. 

IV- 2. HeKOJiKy jiyfe Tpe6a Aa HCKonaaT 
eAeH KaHaji. Ako 3anouHaT co paboTa hcto- 
BpeMeHQ, Torarn Ke ro HCKonaaT KaHajioT 3a 
24 uaca. MefyToa rae na paboTa Aoafajie eAeH 
no Apyr bo eAHaKBH BpeMeHCKH HHTepB a jih , a 
noToa ceKoj paboTen ao 3aBpinyBaHbeT0 Ha pa- 
6oTaTa. Kojiny BpeMe paboTeji paboranKOT Koj 
npB aohioji Ha paboTa ano Toj paboTeji 5 nara 
noAOJiro oa pa6oraHKOT Koj nocjieAeH aouioji 
Ha paboTa? 

IV-3 = 111-3. 

IV-4 W III-4. 

Resenija 

1-3. Znaejci deka ]/6 > 2,4 i ]/6 >1,6 do- 
bivame 

4 < ]/~6 ■+- ]/~6 < }/ 6 + V 6 + ... + l/T + 

3 



A.V; 



6 + ... + J/6 

Od druga strana 

! 6+^6 + ... .+ l/T < 

<]/ 6 + ]/6 + ... + 7 6 + 3 = 



/« + V 



6 + ! 6 + ... + | / 6 C 



/«+ v 



6 + ••• + 1/6 +2 = 2 



odnosno 



+ 



K 6 + \ 6 -f- . . . + j/ 6 4- 



6 + ... + J/T < 5 

Znaci, baraniot broj e 4. 

II-4. Triagolnikot A ABP go rotirame okolu 
temeto B se dodeka temeto A ne se poklopi so 
temeto C. Neka so Q ja oznacime novata po- 
lozba na temeto P po rotacijata. Bidejci <£QBC 
= <£ PBA sleduva_ deka ^ QBP = 90°. Za- 
radi ova, bidejci BP = BQ imame <£ PQB 
= 45° i 

PQ 2 = 2BP 2 . 




Od uslovot na zadacata imame BP = 2 AP 3 

CP = 3 AP pa ottuka i od prethodnoto raven- 
stvo dobivame: 

PQl + CQ 2 = 

— 8AP 2 +~AP 2 = CP 2 . 

Bidejci za triagolnite A CQP vazi teoremata 
na Pitagora <£ CQP = 90°. Konecno: 

APB = ^ CQB = ^ PQB + 

+ CQP = 45° + 90° = 135°. 

III-3. Spored prviot uslov na zadacata i ma- 
me 

/ (^o) — / (^o + 0) = / (x 0 )f (0) 
od kade sleduva/(0) = 1. Ottuka 

1 =f(x + i-x))=fix)fi-x) 
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od kade sleduva deka za sekoe x, f (x) + 0 i 

/( -* )= 7k- 

Sega neka/OO = f(y) 3 odnosno /(*)// (jy) = 
= 1. Od ova zaradi prethodniot zaklucok do- 
bivame 

= 1 

f(x-y)= 1 
f(x 0 )f(x — y) — 1987 
/(*o + *-:v)== 1987. 



Bidejci postoi edinstven broj * taka sto 
f{x 0 ) — 1987, dobivame x 0 + x — y — * od- 
nosno x = y. 



IV-2. Neka so z go oznacime brojot na site 
rabotnici, x brojot na casovi sto gi pominal na 
rabota rabotnikot sto posleden dosol na rabota 
i so y brojot na casovite na vremenskiot inter- 
val na doadanje pomedu dva rabotnika koi 
eden po drug dosle na rabota. Togas za kopanje 
na kanalot se potroseni skupno 

x + (x + y) + (x T 2y) + . . . + 

+ [x + (z — l)j;] 

rabotni casa, sto po uslov na zadacata se edna- 
kvi na 24 2 , t.e. 

x + (x + y) + {x -f 2y) + ... + 

+ [x + (2 — 1) jj] — 24 z. 



So obzir na toa deka suma na niza od prvite 
z — 1 prirodni broevi e z (z — l)/2 se dobiva 

xz + yz (z — l)/2 = 242 

t. e. 

2x +y(z - 1) = 48. (1) 

Znaejci deka prviot rabotnik pominal na ra- 
bota pet pati podolgo vreme od posledniot, 
mora da vazi i ravenstvoto 

x -\-y (z — 1) — 5x. (2) 

Od ravenstvata (1) i (2) se dobiva deka 

6x = 48 t. e. x = 8 

Spored toa, kanalet e kopan 40 casa. 

Ky3Mcm AyueecKu 
Cnonje 



prvi pada drugi se u ruci ravnomerno ubrzava. 
Sila usporavanja odnosno sila ubrzavanja jed- 
nake su G x = 100 N, a sila na most iznosi 



G x + G 2 + G 2 = 900 N. 

A-3. Ekvivalentni sistem: 

mg' — N =5 m a (1) 

N ■ R - T ■ R = y M R 2 • co (2) 

M-a + N-^r-T= 0 (3) 

g 

a = co R (4) 

g’ = (5) 

a) Iz (1) do (5) izlazi 

m _3_ ]/ a 2 + g 2 m 



co 




b) pritisak valjka na podlogu je 
P = Mg -f. N cos a = M g 4- N • 

g 

a sila trenja 

r = Ma + N ■ 

g 

Iz uvjeta T ^ \x P izlazi 




Savezno natjecanje iz fizike (1987) 

Rjesenja zadataka (v. br. 1/152, str. 32 — 35) 



A-4. a) V' je brzina kuglice mase M prije 
sudara, V je brzina iste kuglice poslije sudara, 
v je brzina kuglice mase m poslije sudara. 



A-2. Oba tega nesmeju biti u rukama isto- 
vremeno. Najoptimalnije je da ih covek naiz- 
menicno odbacuje tako dole jedan let! gore, 
drugi se u ruci ravnomerno usporava, a kad 



MV' = MV-j-mv 

-L M V' 2 = y Af V 2 + y m V 2 



=> 



Print to PDF without this message by purchasing novaPDF ( http://www.novapdf.com/) 




83 



2V' 






1 + 



h' = 



m 

M 

4V' 2 



2 g 



2 g 



Ah 



('+!)’ 



Ah. 



( 1 + 5 ) 

b) v' je brzina kuglice mase m prije sudara, 
v je brzina iste kuglice poslije sudara, u je 
brzina kuglice mase /n poslije sudara. 

m v' = m v -f mu 

1 , 2 1 2 , 1 
— mV 2 = _ mv 2j r __ fJLU , 

2v' 

=> U = , 

1+-^ 
m 



If, -JP 



(■+-)' 

\ mj 






\ m M M) 

— + je minimalno za ) = 0, ili 

m M d m\m Ml 3 . 



^2 + yr = 0 odakle 

m 2 M 



B-l. 



i = ]/ [x M. 




|sin cor | = jii 



1 / 2 , 



A co 2 

I. slucaj : sin cor < 0 



sin cor 



— sin cot 



A = 



(g ]/ 2 \ 

= ^\ A^- Sm(0t )> 

v g y 2 i 



— 1 ' A co 2 sin cot 

za sin cot = — 1 , 

ft 8 V 2 



A — A m \ n — 



II. slucaj: 0 < sin cor5^ 



jii — 1 co 2 

8 V~2 



A co 2 



g ]/ 2 

sin cot = fi • — — x ~ A* sin cot 
A co 2 



A = 



V g 



]/ 2 1 



_ g V 2 

Za sin cor = — — =• < 1 / c = /c + 1 nema 

yd co 2 r r 



a = —A co 2 sin cot , co = 2 7if 

„ mAco 2 

r x = m ' a x — — — ==— • sin co t 

V 2 

at mAco 2 

N — m g = m - a y — — • sin co t. 

V 2 

Disk klizi po daski pri 

|F,| > \F tr \. 

Granicni slucaj: 

1^1 = \Ftr\ 

m A co 2 , . 

— 7 =— |sin CO t\ — JLl ‘ |iVJ = 

V 2 

. m A co 2 . 

= in • |m £ pr— sin co t\ 

\2 



in + 1 co 2 sin cor* 

1/2 

111 Ult = — 

smisla ; 

g V~2 

sin cot = 1 < "*= A = A -,m = 

ft 81^2 



III. slucaj: 



fi + 1 co 2 ’ 

son. 



sin cor > 



^ co 2 



sin cor 



i = /( |sin cot — 


f /2\ 
yd CO 2 / 


ft ,gV~2 


1 


in — l co 2 


sin cot 


A _ ^ 


.8 |/2 


-^rain . 

/* - 1 


CO 2 



yd«a Smontara 
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Rijesili zadatke iz br. 4/151 



(Broj u zagradi oznacuje razred-godiste srednje skole; redni broj rijesenog zadatka »skracen« 
je na desetice i jedinice). 

Iz matematike: Andrijit Silvija (1), Sarajevo, 65, 73, 74; Andie Dragica (1), Foca, 65—67* 

73, 78; Andit Ljiljana (3), Foca, 65 — 70, 73, 75, 76, 78; Arslanagit Zaim (1), Trebinje, sve; Babit 
Zivomir (3), Banja luka, sve osim 77; Basic Dejan (3), Trebinje, sve osim 66; Begit Emir (3), Sara- 
jevo, 65, 67— 70, . 73, 75; Begovit Nenad (3), Smed. Palanka, 65, 69, 72, 73, 75—78; Borovina 
Nihad (2), Foca, sve osim 68; Ceco Naida (3), Foca, 65—70, 73, 75, 76, 78; Cevizovit Dalibor 

(2) , Podr. Slatina, 70, 73, 76; Davidovit Goran (2), Tuzla, 65, 70, 72—76, 78; Dedovit Edina (3), 

Foca, 65, 67, 69—76, 78; Dejanovit Alen (2), Prijedor, 65, 67, 69, 70, 73, 75, 76, 78; Delic Dejan 
(4), Novi Sad, 65 — 74, 76, 78; Dobnikar Jure (1), Maribor, 74, 75, 77, 78; Drinit Evelin (1), Banja 
Luka, 65, 69, 73, 75, 78; Durkovit Zvjezdan (2), Ugljevik, 65, 67, 70; Filipovit Davorka (3), Beli 
Manastir, 65, 66, 70, 73, 75, 76, 78; Franjit. Kresimir (1), Sarajevo, 65 — 70, 73 — 76, 78; Gajic 
Bojana (2), Sarajevo, 65—67, 69, 70, 73, 78; Gudelj Ivan (2), Sinj, 67, 69, 70, 73, 76; Guvo Miro- 
slav (3), Sinj, 65, 69, 74, 76, 78; Huskanovit Almir (3), Tesanj, 65—73, 75, 76; Dijana (1), 

Beli Manastir, sve; Ivanovit Stanislav (2), Foca, sve; Janjit Tatjana (3), Foca, 65— 70, 73, 75, 
76, 78; Javor Igor (3), Prijedor, 65—67, 69, 70, 73—75; Jm Afar/arc (2), Trbovlje, 65, 67, 

69, 70, 73; Joad Aleksandar (3), Foca, sve osim 111 Jovanovit Biljana (3), Knjazevac, 65, 70—73, 
76, 78; Kabasi Gazmend. (3), Serbica, 65, 67, 69, 74, 76, 111 Kliskinit Zlatko (1), Prijedor, 65, 
74 — 76; Kovacevic Svetislav (2), Foca, 65 — 67, 70 — 78; Kukovicit S uzana (3), Titovo Velenje, 

66, 69 — 73, 75 — 78; Kunovat Saudin (3), Foca, 67, 70 — 73, 76; Z,acz Uenza (3), Varazdin, 65 — 70, 
73—76, 78; Lasit Branimir (1), Ltstica, 66, 74, 76, 78; Aland Fz&tor (3), Modrica, 65, 66, 69—72, 

74, 76, 78; Aland Vlastimir (1), Foca, 65— 67, 69— 73, 75, 78; Medan Ninoslav (2), Tuzla, 65, 

67, 68, 70, 71, 73 — 78; Medvid Boris (2), Sinj, sve osim Hi Micit Aleksandar (2), Banjaluka, 
65—67, 69 — 76, 78; Mijatovic Anda (OS), Knezevo, 65, 69, 73, 75; Miletit Predrag (3), Foca, 
65 — 61 i 69, 70, 73, 75 — 78; Miljkovit Tatjana (1), Banjaluka, 65, 67, 73 ; Mitic Ljiljana (1), Pancevo, 
65, 69, 73, 74, 76, 78; Mitreski Slobodan (2), Pancevo, 65, 69 — 76, 78; Mulahasanovit Enes (2), 
Foca, 65, 67, 70; Muratovic Midhat (2), Tuzla, 65, 68—70, 73; Nikolin Bojana (2), Pancevo, 

70, 73, 76, 78; Omerdic Emir (2), Tuzla, 65, ^7—70, 72—78; Ostovic Andelko (2), Foca, 65—67, 
69—76; Paar Da/zfor (3), Zagreb, 65, 67—71, 74—76, 78; Pend AfanVza (3), Zrenjanin, 65—69, 
71—76, 78; Pokrajac Dragoljub (2), sve sem 71; Po/es Damir (3), Sinj, 65, 69—75, 78; Poljak 
Ljiljana (2), Sinj, sve osim Hi Popov Marjan (4), Kavadarci, 66, 68—75, 78; Radivojevit Nebojsa 

(3) , Foca, 65, 67, 69, 70, 73, 76, 78; Radovit Zdravko (2), Foca, 65, 67, 69 — 74, 78; Ramadani 
liber (2), Pristina, sve; Raskovit Srdan (Og), Sinj, 65, 66, 73—76; Slacala Dejan (1), Prijedor, 

65, 69, 70, 73 — 76, 78; Sokolovic Jovan (2), Pirot, 65 — -75, 77; Stojanovic Radenka (4), Foca, 65, 

67, 69, 70, 73, 74; Subedit Emir (3), Zenica, 65, 69—76, 78; Subasic Mirsad (1), Zenica, 65, 70, 
73 — 76 ; Sekara Sosa (3), Pale, 65—71, 73, 75, 76, 78; «?e&ara (3), Pale, 65—71, 73, 75, 

76, 78; o elmit Rastko (2), Beograd, 65, 67, 68, 70—73, 78; S£rftd Ala, io (2), ICarlovac, 65—67, 
69, 70, 73—76, 78; Pawn'd Die^aJ (2), Foca, 65, 66, 68—73, 75, 76, 78; Tambacajosip (2), Sibe- 
nik, 65—67, 69—76, 78; Pond Stevan ( 2), Podr. Slatina, 65, 69, 73, 76; Tuzinski Dalibor (2), 
Slav. Pozega, sve osim 111 Ugrin Sretan (3), Sinj, 68, 69, 72, 73, 75, 76, 78; Fz7zZzd ZzZca (3), Split, 

66, 67, 69—71, 73, 75, 77, 78; Vlajcevit Robert (2), Sinj, 65, 69, 73, 74, 78; Vuckovit Vladan (3), 
Nis, 65, 67, 69 — 73, 75 — 78; AmkcuK Bepa (2), Cp. MuTpoBHija, 74, 76, 78; Au^eAKoeuh Amk- 
caudap (2), Tonona, 69, 73, 78; Amauacoe Jhynne (OHI), KaBaflapijH, 65, 67, 69, 70; Amanacoe 
Pucme (3), KaBa^apim, 65, 67—75, 78; Pa^ecKu 3opau (2), KaBaAapqn, 65, 73, 78; Manuk 
flpaean (2), IIhpot, CBe ceM 77 ^ Mapuh Jjpazau (3), KpymeBaij, 65, 66, 68—75, 78; Mapunoea 
Becna (3), BnTOJia, CBe ceM 74; Munuheeuh JacMunaXl), KpymeBaij, 65, 67, 69 — 71, 73 — 75, 78; 
Hunecuu Pybunne (1), Cnonje, 65, 67, 75, 78; HoeaKoeuh Mean (2), Bejinna rijiaHa, 65, 70, 73, 78; 
Odpadoeuh Munan (3), Hobh Cafl, 65, 66, 68—76, IKiTIempoeuh BAaduMUp (4), Hhiii, 65, 67—69, 

71, 111 Plempomk Cunuiua (3), Bprnaij, 69 — 76, 78; TpajKoeuh Mupocnae (2), Hum, 65 — 67, 
69—72, 78. 

b) Iz fizike: Pafo'd ^ooaw (2), Ugljevik, 26, 32; Babit Zivomir (3), Banja Luka, 26, 27, 
29, 31, 32; Dejanovit Alen (2), Prijedor, 31, 32; Delit Dejan (4), Novi Sad, 26, 27, 29, 31, 32; 
Devcic Zeljko (3), Slav. Pozega, 26, 27, 29, 31, 32; Dobnikar Jure (1), jMaribor, 27, 32; Gulen Robert 
(3), Novska, 27, 31, 32; Guzijan Milos (4), Zrenjanin, sve sem 30; Kabasi Gazmend (3), Serbica,-, 
27—29, 31, 32 1 Lad Vesna (3), Varazdin, 29, 30, 32; Medvid Boris (2), Sinj, 27, 28, 31, 32; Micit 
Nenad (3), Banja Luka, 27, 29, 32; Miletit Predrag (3), Foca, 27, 29 — 32; Mladenovit Sasa (3), 
Split, 27, 29, 32; Nikolit Verica (2), Futog, 27, 29, 31, 32; Obradovic Milan (3), Novi Sad, 27—29, 
31, 32; Omerdit Emir (2), Tuzla, 27, 29, 31, 32; Paar Dalibor (3), Zagreb, 27, 31, 32; Pokrajac 
Dragoljub (2), Nis, 27—29, 31, 32; Poljak Ljiljana (2), Sinj, 27, 29, 31, 32; Ramadani liber (2), 
Pristina, sve osim 27; Sokolovit Jovan (2), Pirot, 26, 27, 29, 31, 32; Sekara Sosa (3), Pale, 27, 



/ 
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Rezultati nagradnog natjecaja br. 104 

Zadatak je glasio: 

Od 24 razlidita kvadrata, kojima su stranice: 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 8 , 9 , 14 , 16 , 18 , 20 , 29 
30 , 31 , 33 , 35 , 38 , 39 , 43 , 51 , 55 , 56 , 64 , 81 

sastaviti kvadmtl 
Rjesenje: 




Taj zadatak je zapravo obmut problemu: Kvadrat podijeliti (rastaviti) na izvjestan broj 
manjih kvadrata tako da medu tim manjim kvadratima nema dva jednaka! RjeSenje tog problema 
(nazvanog »kvadriranje« kvadrata, squaring the square, KBaj^pupoBanne KBa^paia) prvi je objavio 
R. Sprague (1939) sa 55 manjih kvadrata. God. 1948. je T. G. Willcoks smanjio ovaj broj na 24. 
To je dosadaSnji »rekord«. [Op§irnijc u knjizi M. Gardner : Mathematical Puzzles .and Diversions 
(ruski prijevod: MaTeMaTHuecKne rojioBOjioMKR h pa3BJieueHHn) i u knjizid H. M. Hzaom: Kan 
pa3peaaT Ksa^paT?] 

Primljeno je 15 ispravnih odgovora. Raznim knjigama nagradeni su: 1. Arslanagid Zatm (1), 
Trebinje; 2. Dejanovid Jllen (2), Ljubija; 3. Gulan Robert (3), Novska, 4. Loci Vesna (3), Varaidin; 
5. Marid Dragon (3), Krusevac; 6. Miladinovic MiloS (4), Beograd; 7. Skrtid Mario (2), Karlovac; 
8. TuZinski DaUbor (2), Slav. Po2ega; 9. Urumov Andrej (OU), Skopje; IQ. Vilibid Ivica (3), Split. 



Nagradni natjecaj br. .106 

Kolika je povrHna trokuta kojemu su mjemi brojevi stra- 
mca j/370, j/74, }/l 16 ? IzraCunati: bez Heronove formule, 
bez trigonometrije, bez tablica, bez »minikompjutera«!j ■ 

(Stilizirani problem Sama Loyda i Lezvisa Carrolla .) 

Odgovore (rje§enja) poslati do 10. 3. 1988. Na kuverti 
napisati NN 106. Nagrade: 10 knjiga, Rezultati u br. 4/155. 
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29, 31, 32; Sekara Simia (3), Pale, 27, 29, 31, 32; Skrtii Mario (2), Karlovac, 26, 29, 31, 32; 7am- 
txOaJodp (2), Sibenik, 26, 27, 30—32; 7o#k! Steam (2), Podr. Slatina, 26, 32; Tutinski Dalibor 
<2), Slav. Poiega, sve; ViUHi Ivica (3), Split, 27, 31, 32; Vutkomi Vhdan (3), Nil, 26, 27, 31, 32; 
Manuk JJparaH (2), ItapoT, 27, 29—32; Mapuh ffpaian (3), Kpymeaaq, 27—29, 31, 32) Maptoma 
Beau (3), Banana, cue ochm 30; Hoeaxoeuh Mean (2), Banana ILiasa, 27, 32; ilempoeuk Comma 
(3), Bpmm, 26, 27, 29, 31, 32. 

Iz matematike za ekonomsko usmjerenjei AleksU Vera (2), Sr. Mitrovica, 74; 
Atanaiov Bute (3), Kavadard, 75; Lad Verna (3), Varaidin, 71, 72, 74, 75; PartxanovU Radomir 

(2) , Nikiid, 71, 72, 74; Pokrajac Dragoljub (2), Nii, 71, 72, 74; Ramadan liter (2), PriStina, ave 
calm 73; Radooii Zdravko (2), FoCa, 72, 74; Siutac Marija (2), Slav. Poiega, 72; Takal Silvija 

(3) , Bell Manastir, 71, 72, 74, 75. 



IzaSao je IZVANREDNI BROJ (D) Matexnati£ko-fizi£kog llsta 

ODABRANI ZADACI IZ MATEMATIKE 
(GOD. XXVI— XXX) 

Zbirka sadrti 144 odabrana zadatka (s najboljim, potpunim u£eni£kim rieSenji- 
ma), iz 26. do 30. godilta, na 60 strain. 

Cijeoa 2000 dinara po primjerku. Pri oaradUbi od najmanje 10 primjeraka 
popust 10%. Naruduje se u administradii lists, Zagreb, Ilica 16/III. Uplata na ttro- 
-ra£un DruStva matematifiara i fiziCara Zagreb 30102-678-4202 

s naznakom: za Izv. broj MFLD). 

(Napominjemo da ie prethodna zbirka B) bila rasprodana u rekordnom 
vremenul) 



Molimo p 
za 1987/88. 5k. 
situadjoml 




SVIM SURADNICIMA 



Svi rukopisl (po mogudnostt i u6eniCka rjeSenja) treba da budu naplsaoi 
plsacto strojem, a crtell Izradeni tuSem na posebnom (vistom paptru 
111 paus-papiru. Rukopisl se ne vradaju. 

RJESAVATELUMA ZADATAKA 



U rjeSenjima treba uvljek napisati 1 sam zadatak s rednim brojem, ne po- 
zivajud se na broj 1 datum »Mat-fiz. llsta* u kojem Je bio postavljen. Svako 
ijeSenje zadatka plsatl na posebnom paptru (Cetvrtlnl ill pola arka) 1 to samo 
na JednoJ stranl paplra. Uz svako rjeSenje na vrhu paplra treba potpuno 
Ispisati tekst zadatka, 1 to u istoj terminology! kao 1 rjeSenje. Svako rjeienje 
treba Btljlvo potplsatt (toe 1 preztoe), naznafilti razred, Skolu i mjesto. 

Ne&tljiva i neuredna rjeienja itede se uopie tizeti u obzir. 

'ip 

RjeSenja zadataka Q donoslmo samo za uCenike ekonomslrih usmjerenja. Ona 
ne ulaze u »godi£nji konkunc. 
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